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用 2Z 变换 解 差分 方程 ， 实 质 上 就 是 将 差分 方程 转化 为 代 


数 方程 来 解 。 它 同 拉 普 拉 斯 变换 解 微分 方程 一 样 ， 是 一 种 有 
效 的 方法 。 在 自动 控制 理论 中 ， 是 处 理 线性 定常 离散 系统 的 
一 个 重要 方法 。 


本 书 对 4 变换 的 概念 ,理论 与 方法 , 作 了 了 较 系统 而 全 面 的 
介绍 。 汇 集 、 推 算 了 较 完整 的 ZZ 变换 表 。 最 后 ， 并 给 出 了 关 


| 于 差分 方程 UE TREE. 
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$1 考分 方程 概念 


如 同 微分 方程 用 来 表明 模拟 信号 的 系统 那样 ， 差 分 方程 
则 用 来 表明 离散 信号 的 系统 。 由 于 差分 方程 容易 在 数字 计算 
机 上 处 理 ， 并 且 比 较 容 易 解 出 ， ы OKUL IA 
分 方程 。 
作为 数字 通 近 的 一 个 例子 ， 我 们 可 用 一 个 向 前 差 来 逼近 
一 个 国 数 在 一 个 已 知 点 的 导数 ， 即 
dy(t)  UOKT + T) - y CRT) 
dt pT T 
Ж ТОСТ > 0 ) 选 为 某 一 个 很 小 的 值 使 (1.1) 是 一 个 足 够 近 
似 的 等 式 。 用 (1.1)， 我 们 可 将 一 阶 微分 方程 
d y(t) 
dt 


(1.1) 


*tay(t)-s f(t) (1.2) 
在 上 = КТЫ H 
GT *T)- O1) ray(kT) = f CRT) (1.3) 
来 和 逼近 。 方 程 (1.3)? 可 写成 

Tg GT&T)*Ca -Z2yCkT) = fT) (1.4) 


此 为 一 阶 差分 方程 ， 其 中 [= 0，1，2，3，…。 


一 般 ， 一 个 n 阶 党 系数 线性 差分 方程 为 
aoy (kT -nT) - a,yCR T +nT -TT)++a,_1yC(KT+T) 
t a,y Ck T) = f (ҚТ) (1.5) 
其 中 co Gio, 00-19 Qn 均 为 请 数 ， (70, 1, 2, 3, 
е, їп ЕИ НА, n1. X y СТТ) y ТЕН ТГ 
的 值 ， 上 为 自然 数 或 0 。 1 为 仙 时 ，y (11 )= 0。 
方程 (1.5) 是 n 阶 差分 方程 。 其 所 以 称 为 n 阶 是 因 为 在 方 
程 中 出 现 的 最 高 差 为 LT 。 我 们 可 用 下 述 方 法 把 (1.5) 化 成 一 
:组 包含 n 个 未 知 数列 的 个 一 阶 差分 方程 。 为 了 给 1 个 未 知 数 
јана, Бх, СКТ) = yC(KT)， 并 令 
x;CKT) = xy CK T - TOL = у(КТ * T5] 
x4 CK T) =x RT - T)L = yCKT +2T)J 
x,CKT) = x, CKT + T)[ = yCKT * nT - T)] 
:把 未 式 中 下 工 换 为 kT +T, JA 
x,CKT -T)2 х, CK T € 27)L = УСТ +n) 
-于 是 (1.5) 可 写成 


x,(k' + T) = -— x CKT)- а n-i х,(КТ)- 


аг 
- 01 Bb 
а, x,( k T )+ 7 fk T) 


АШЖБх(КТ)= y CK TO, TA (1.5) 等 价 于 一 组 n 
-个 一 阶 差 分 方程 

х‹(КТ)у=х, КТ+ T) 

x,( k T)= x,( K T +T) | 


т 


x,( K Т)= х, ( k T T) 


2 kT+T) =- = xi C K T) 
0 
NEL s. _ 41 
а, x КТ) а, x,( K T) 
1 
+ 2,1 КТ) 
我 们 把 41.6) 写 成 向 量 一 矩阵 型 。 令 
xi C КТУ \ 
А x K T)| 
x(kT)=| x kT) 
MUN 
xxxn x 1 状态 向 量 。 又 令 
| 0 1 0 0 
x 0 0 1 0 
| 0 0 0 1 
"m . 
| 0 0 0 0 
| _ а, Q n-i PE 
d g pg dg 
Оу 
MES 
В = () 
1/а„/ 


(1.6» 
| 
| 
(1.75 
0 і 
0 
0 | 
: x (1.8» 
1 | 
а, 
ETE 
(1.95 


它们 分 别 是 nx n 和 矩阵 和 n x 工 和 矩阵。 于 是 (1.6) 可 写成 
x(kT+T)= AxCETO-Bf (RT) 


КИЕ, EXE 


x (k T +T) 
х k T + T D 
_ x ,( k T +T) 
СТАТ). (1.10) 
х. (k T +T) 
| x,Ck T + T) 
并 县 由 矩阵 乘法 有 
x,( k T») 
x, (k T) 
x,( k T) 


АХ (КТЭ) = x,( k T) 


4 


4s xi ( Kk T) - 1 y, (k T). 
а 0 
| 
_ 4 | 
а, x,Ck T) | 
0 


0 
0 


Bf(kT) =l : 
0 


l f(kT) 


do 


БЛ пх ВЕ, ШАРЕ ТЕН ух а, TA. 
(1.6) 等 价 于 (1.10)。 


8$ 2” 差分 方程 解法 举例 


我 们 考察 一 个 简单 的 例子 。 设 有 一 阶 老 分 方程 


х(КТ+Ту+2хС Kk T) 0 (2.1) 
试 求 x СК Т), 
我 们 可 用 弟 推 法 求 出 x CK T); 于 (2.1) AK = 0, H 
有 
х(Ту+2х(0)=0 
"nx 


x(T')= - 2 x(0) 
TO.D4k =1, 可 有 
x(2T)-2x(T»)»-0 
改 
x (2T)= -42x (T )= ( —22° x (0) 
再 于 (2.1) 令 及 = 2 得 
x (3T)+2x (27T)=0 
me x(GT) = -2x (2T) = C-2)? х(0) 
于 是 我 们 可 归纳 出 
x(KT)2C-2)5*xC0) (2.2): 
而 由 (2.1) 可 有 
xC(KT - T) = -2х(КТ) 
以 (2.2) 代 和 之 可 得 | 
x[(k+1)T]=(- 2)*1 x(0) 
这 与 (2.2) 有 相同 的 形式 ，( 以 有 +1I 代 (2.2)7 的 乒 )， 802.22 
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Í 即 为 所 求 之 解 。 由 x*(0) 的 任意 性 ， 这 解 可 写成 
x(KT)2C(-2)*, 

C 为 常数 ， 即 C 与 无 关 。 

称 此 解 为 (2.1) 的 通 解 。 

这 种 方法 虽然 可 普遍 应 用 ， 但 对 于 二 阶 或 更 高 阶 的 差分 
方程 ， 要 归纳 出 通 解 就 繁杂 得 多 。 

类 似 于 用 拉 氏 变换 解 常 系数 线性 微分 方程 一 样 ， 可 用 z 
变换 解 常 系数 线性 差分 方程 。 还 是 拿 (2.1) 作 例子。 我 们 以 


чаж Q.D, BERME, SDN 


E x(KT  T)z 7 -2 Xt x(KT)z k= (2.3) 
k= Q k= 0 
` 很 定 收敛 。 每 一 个 和 显然 是 z 的 函数 。 如 果 设 
35 x(kT)>z = X(z) (2.4) 
k = 0 


则 令 太 +1= 有 ， 可 有 
> X (KT + T) z *= >: x(k'Tyz +! 
k = 0) kf = | 


= E > x (Т) = z| 工 x Ch T+! - x €] 
ҚР ж] кг =o 
= z [ X (z) – Х(0)] (2.5) 
002.4) (2.5) ЖА (2.3) 可 有 
z CX (2) – х(0)1+2Х (2) = 0 


:由 此 解 得 x 
_ Zx(0) 
和 长 们 再 把 (2.6) 展 开 为 2 的 蜂 级 数 。 为 此 ， 把 (2.6) 写 成 
"uu 1 
X(z)= туст * 0) 


如 果 |22^!| <1, BRIZI 二 2， 则 可 有 展开 式 
X(z)= :C0)E C- 2" (2.7) 
将 (2.7) 与 (2.4) 比 较 ， 可 立刻 得 到 
х(КТу= x( 0 )( -2) 

由 此 可 见 ， 用 上 面 的 方法 得 到 的 结果 和 用 递 推 方 法 得 到 的 结 
i (2.22: [8] 

这 里 的 主要 作法 是 采用 变换 (2.4)， 其 中 X (Z) КОО 
CKT W z: SH, CRURA 


Х( 5) = | хаде 
注意 对 于 一 阶 差分 方程 ， 我 们 以 后 将 要 用 到 性 质 (2.5) BH 
E (kT T)z^- zLX(z)- xC0)] 
而 对 二 阶 差分 方程 ， 以 后 还 将 用 到 ， 


E x (KT 4 2T) z k= P x(k/T)g-? (k'=k+2) 


= 23| £ x(k!'T)yz"”“” — x( 0 )— x(T')z "! | 
ЧЛ. 


-z:bXO)-xC0O»)-x((D)z^!] (2.8) 
一 般 ， 以 后 还 将 用 到 
E GT enT)z-! = PEE (К'=К+п) 
=m E x(K'T) xc 
k jf =n 
=z"[X(z)—- x(0)-x (Т) — ++ — x (nT — T) ат" 
(2.9) 
公式 (2.5)，(2.8)，(2.9) 称 为 时 间 平 移 公 式 。 (参阅 85) 
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3 3 ZZ 变换 的 定义 及 简单 例子 


设 
0, T, 2T, 3T, ©, KT, ++: (3.1) 
表示 等 时 差 的 时 间 序 列 ， 工 表示 两 相 邻 时 间 的 间隔 《一般 
比较 小 )。 再 设 
х(0), x(CT), XOT), x(GT), +, 


х(КТ), + | (3.2) 
表 某 信号 * 在 (3.1) 中 各 时 刻 的 离散 值 。 
EX 
X(z)= E x(kT)2^ (3.3) 
为 x (了) 的 z 变 换 。 我 们 并 采用 运算 记号 2 
O ZEX(KT)]= E xCkTOs - XC) BA 


这 里 RER BERRO. DEH |z] >R AKAR 
$7). (3.D Æ ^ =I/z 的 磊 级 数 ， 即 > 的 负 因 级 数 。 

我 们 看 几 个 简单 例子 。 

Bl. х(КТу=1 

063.4), Æ |z| >>1 时 ， 得 1 工 的 :变换 为 

_ — 1. k 1 _ _ z 

ZLlj= Ed z" ] - (1/z) z— 1 (3.5) 

例 2。 x(KT)= př, DLE 可 为 复数 。 

按 (3.4)， 可 见 在 | | > |u| FF, Buh z 变换 为 


* 8 


1 _ z 
i-Cu/z) z-u 36) 


T Bil, и = 1, HHA L, 


# =- 18i 1# АИС 1) -= Ук 
u=. utet z 变换 为 Z[e-%7] = -人 
z — e ~a 
1, ТЕК =0 


TIG. DEST. 
(A3. x(kT)=kT 

(3.4). "fd. Æ |z| > 工时 给 出 大 工 的 = 恋 换 为 
ZEkT]- X kTz-- Tz у Кас! 


an d . d 
= ~ T > NEM -k = — T -— 
e dz Czo) 7 d 


0 & k 


d 1 d | z 
-Tz 4. (25) -T 45) 
" dz 1 — (1/2) dz z~ 1 


一 1 T z 
=- T >= 一 
CE = ру? -(z- (3.7) 


例 4. 于 (3.6) 'RiRudguei"" (Obi. ú Мо 均 为 实数 
d =\4- 1), 可 有 


ZLiu^ei**T]- id 


z — ueit? 


z(z-yge-i*T) 
(= uei*T)(g = реті") 


_ 2462 – рсоѕотТ) + jusinoT) 
z?— 22 ucoswT + д? | 
ЭЖ АНН (z ТЕУ) , =#[#фи*созСК Т), 
usin(okT)BJ z З Bh 2 31] 2U 


Z| u* = E(E- ncosoT) 
E cosCokT) | z^—2zyucosoT + uz 


bc _ zpusinoT 
7| sin (wkt) |  . g?—2z ucosoT + и? 


SW, и =1, 可 有 cosCwKkT)，sinCwkT) 的 z 变 换 分 别 为 : 


z(z-—cosoT ) 
2 | cosCokT) IE z?—2zcosoT +1 


| | zsino T 
Z|sin (ok T) |= отт 


u=- 1, m"[ZEC-1»Xcos(XoT), С D'sin(CoET) ËJ z: 
变换 分 别 为 


2 KÉ 7 D'eosCokT) | - A 1 


Z[(- isis ck |= ori 
$ 4 Z 变 换 与 拉 氏 变换 的 关系 
在 $2 中 ， 我 们 已 经 指出 。 z 变换 


ZEX CE T)1- E x Ck Т)” л>» 


类 似 拉 氏 变换 
LL x c» | х‹оетей (4.2) 
连续 日 变量 的 函数 x (相应 于 离散 变量 x( 丰 人 )。 
积分 | zt)e-…41 相 应 求生 xCk T ) z^ 
AFE MRA 
要 得 到 两 变换 的 本 质 联系 ， 须 借助 于 单位 脉冲 函数 。 
定义 :单位 脉冲 国 数 | 
8Ct ZER (dt> 0), 在 t = 0 
0, 在 别处 
AA ТЇП 


(1 
8 Ct - &T) J, (dt>0), Æt=kT 


0, 在 别处 
据 此 ， 它 们 的 拉 氏 变换 分 别 为 


Lt8«)1- | в Qe7tdis 1. 1:dt21 (4.3) 


及 LL[6G-K Ту1=|`в@- kT3e-*'dt 


1 ЕГ 一 na-7cskT 
_ dt =e (4.4) 


从 数列 
х(0), CT), х(2Т), з, ICKT), +. 
FE Ik ah ERE т 
x*(t) = E x) - KT) (4.5) 
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按 (4.4) 可 得 出 x*() 的 拉 氏 变换 


L [Ex*Ct)] = 工 x Ck Te (4.65 
1E (4.6) Z 
| z = е°Т (4.7У 
亦 即 
s =_ jnz (4.8): 
Т. | 
ННЯ XCAT) 的 > 变换 
Z[x(CKT)]- > x C5 T) z~ (4.9) 
因此 


ZLUxCKT)] = КРВ X * CE). 的 拉 氏 变换 J ,r+ š 


-[ E amer]... „ (4.10) 


应 当 指 出 ，(4.10) 与 (4.9) 即 (4.1)， 并 没有 本 质 区 Bi, 
如 果 对 (4.10) 的 和 式 各 项 作出 代 换 e*: = z, RALIO 
为 (4.9)。 但 把 无 限 和 化 为 封闭 式 时 ，(4.10) 方 括 号 中 的 和 
可 能 比 (4.9) 中 的 和 稍 方便 些 。 我 们 讨论 $3 中 的 四 个 例子 。 
对 于 例 1， 例 2， 例 4， 两 种 和 化 为 封闭 式 ， 大 致 相同 。 对 
于 例 3 ，(4.10) 中 的 和 化 为 封闭 式 稍 简 。 对 此 例 ，x(f = 
AT, (4.10)7 中 的 和 为 


i ° d d £ 
-kT 一 | MEPLIIVA MERE -:T AR 
E Te E ds C ° ) ds C 》 
- — сути т 
ds N1—-e777 (1—-e7'7)? (e'*— 1)? 


° 12 * 


换 e' 为 得 


T z 
ZI Ik T]= t... 
ҚТ] TEER 
N 同 (3.7). 这 里 稍 简 。 
| 再 增加 三 个 例子 。 
DII. х(КТу=(КТ)* (4.10) 中 的 和 为 
` ° MM < d? _ 4? © 
2 T 2 RT 一 MN Se 一 —$ 
> )*e M oj e m Ee RT 
. d. 1 __@ 一 了 ae- 了 
ds? 1~e™’ ds (1-e-^:7) 
_ _ T d eT С —1)е* Т -е*Тәе*"Г 
ds (et: — 1)? (esT— туз 15? I | 
—. T 22 Cet" + I 1) 
(e*7-1) 
е7 = xz， 得 
SEKT] >Z СЕ. (4.11) 
. (2-1) 
|2. х(КТу= (АТ)? (4.10) 中 的 和 为 
р X х(КТуе*Т= X (KTJ o y dl осаат 
k=9 k= 0 | , = d sš 
= < 4° y^ es KT 一 _ 4% _ 1 _ _ d? est 
45% к= GUT 7 74,4 рж 


0 ds? 1—e-sT ds? e 


_ d^ TesT Lp d (eT-1)eTT- eT2eTT 
ds? (e:T— 1)? ds ет ру  - 


13 > 


d e2sT L esT 


=_ „ 2 — 
_ T ds (eT — 1)? 
_ _ T Ce" Qe ter ) T — (e?*:7«esT)ges! T 
B (est — 1 )4 
_ Ts6 40357 tet 
l (eT = pf 
HeT =z, ff 
3 2 
31 p Z +42 +z А 
ZUGE T >°] Xz-1* (4,12) 
3. х(АТ) = СЕТ)", n AARM. 
(4.10) 中 的 和 为 
со d" 
na-skT 一 n — s h T' . 
> (kT)"e 《一 De E e 
d* 1 
= ( — -shT — ( — " 
(— 1)" Б е” ( D PTS n T aT 


=(= .0 — h 
-( 1) » 1—е Т [4 = 0 


, 0" 1 
-(-D m ——2 


ihe = z 得 
Z[(k T)'12C- 1)" F r2 (4.13) 


z 
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$5 Z Te mtm 
(一 ) 可 加 性 ` 
ZUxCKT) 4 усту] = ZExCRT)]  ZEy CRT) 


即 两 数列 和 的 z 变换 等 于 两 数列 的 z 变换 之 和 。 
证 Z[x (KT) +у(ҖТу]= E UxCKT) + yCKT)lz 


= > x (КГУ) zo. M yORT)z^* 
= 0 = 0 


=2{х(КТ)]+ ZLy(kKT)] Бр ИС) 
(С ИК 
Ба 为 常数 ， 则 
Z[axKXRT)12 aZLx CK T5] 
即 一 数列 乘 以 常数 a 的 z 变换 等 于 此 数列 的 z 变换 乘 以 a 。 


证 Zlax(KT)]= E axCk T)! 


= a У; x(kT)z-*=aZ[x(kT)] 
k= 0 

推论 ， Cis Соу ***› Cp 为 P 个 常数 ， 
х\( КТ), xaCKRT), ++, xs CK T) p^ 3671], 

І] | | 
Z| E e x; (k T) IE E e ZU CGCT)] 

称 为 线性 性 质 。 特 别 ， | 
Z[x(k T»)- уск T)1= ZExCkE T)1- ZEyCKT)1 
BH. Z(l1-e^*7]-Z[1]1-Zfe-^*71 


z z 
z=] Z-T 


_ z(1—e^7) 
(z—1)(z-—e-*") 


(=) 时 间 的 平移 
设 7 为 固定 的 自然 数 ， 则 
Lx(kKT пГ)]= 2 "LxCkT)] (5.1) 
Z[x (kT +nT)]=z"{Z [x(kT)]- X x (ET) 7) 
| (5.2) 
证 ZIxKT-nT)] = X x(KT - nT)z-* 
к= 0 
= E х(КТ-пТуа-* ( 设 x(-T)= х(-2Т) = = 0) 
b ХКГ)" (K' = к-п) 
= g7” Y XK TZ = z"* Y x(CkKT)z-^ 
ҚР = | k = 0 | 
=z- n" Z[x(kT)J 
WW HEB Y (5.1). ЕТЕ uEB] ERE UB ЖЕПП И! 
х(-Ту= 0, х(-2Т) = 0, +е,х(-пТу= 0 
故 (5.1) 应 更 确切 地 写成 
ZLDx, CX T)] 9 z^ "ZExCRT)J 
其 中 o 
_ [x(kT-nT)), Eken 
SO T) 在 =0， 1; 2, `... n-1l 
再 证 (5.2) | 
рх CK T +nT)] = X: xCKT + nT)z^* 
K = Q 
= E (KTZ C (К'=К+п) 
k' = n 


。 16 - 


ч 


Lm Y ICK Гук" 
kf = п 

==") Y x(KT) zz *- YD x(LT) zu 
k= 0 k = 0 


= 2" ZT x (КТ): - E oT 
Нр C5. 25 8 BF, 
(РЧ) 复 扩张 
# Z[x(kT)]= X GO, WT ERI M Ba oc0 (jp 可 
为 复数 ) ， 可 有 
Z [u^ xCKT)19 XCz/ p) 
HE ZL[u^ x ( k Ty] = X u'xCkT)s-* 


一 X x) (z/u)*- X(z/yu) 


例如 ， 由 2Z[1]= 二， 可 得 出 


Zr RE: 
Lh] (Z/u)-1 z-u 


Z[CX-n»*12 一 


tu 
又 如 ， НЛ K TJ= o n сту 可 得 
_ d(z/u) Tuz 
дриккта= 1/2... Tuz — 
Е [(z/u)-1P» (5-р)? 
ZEC- jk T]12 - Z, 
(Z+ р) 


. 17 ° 


Lh ZAT] T ŽID, Jë 


(z — 13: ” 
= (к/р) Ств) +11 
тга Ту = T23SELBA2CSZ LB Оа 
Е | [(z/n)— 12 
- Tr Buz (2 + р) 
(z= u) 


— k ARA —- — :人 ZX 一 大) 
ZEC- DKT] = -TS 


2 
由 zr p= TŽ HEED, 可 有 


приет у= T: -AzG taz tu) 
CURT»? l- T жы 


ZEC- jDAQTY12 T3 AO - Anz tha У 


& rano а], 


2-6 


可 有 20и%СКТ)"15 C- Dl =], 


zc DATI od se) 
REP ZEC DG T»12 C D| 7; 2 — | 


TN | _  Z(z-pucosoT) _ 
eLu'cosQok P )] z?—2zyucosoT + ц? 


| sino Г 
ZL[u*sin(okT»]- Bao T ig 


fhudjuue 1, "pa 


"-- _ 202 — рет*'соѕоТ) 
Z Гре cos(o k T) ] zi-2zue-*"cosoT + pe~?" 


x | -orsinw Т 
ZI uec Tsin w kT = ŽK 51: EN 
А 20224 z?^—2zye *cosuT + це 


=" д т 


Ch) ABl 
kanals KTI) K u (Kk T) 
ЕХ: | 
k 
(Ox y) E T»)- E xGT)y (KT — iT) 
SIR TOR УКТУҢ, Amx k yT) A ASA 的 记 
EM 
显然 
(xk yk Г) = x xG T) CKT- 11) 
=x(0)u(kT)+ xCD)y(RT - T) t + xÇT K) y0) 
= E yGT)xÇ&T - iT) 
= (g * x)XK T) 
ИП ЖМА ДЕ Н.Ж 


与 拉 氏 变换 类 似 ， 我 们 有 下 列 定理 。 
AS TAXE, PE. 


. 19 e 


ZL[COx  y)KCKT)]17 ZLxCKT) 1ZL y CK T)1 (5.3) 
即 两 数列 的 卷 积 的 z 变换 等 于 两 数列 的 各 自 变换 的 乘积 。 


证 7[(хжу)(КТу]= Z| E sGT)yyGT- iT) | 


e f k 
= Ef E «(Туу АТ-Т) z (5.0 


/ i= Ü R 


按 交 换 求 和 次 序 公式 《类 似 于 交换 积分 次 序 公 式 ) up 
(5.4) 中 的 双 和 可 以 交换 次 序 成 


E XxGT)yGT-iT)z- 
{=0 kmi 


хату РТТ) GXFA k -i= 


E xGT)X уст) 
ií = Ü { w Ü 


= Y хи T )z `: Y yGT)z:! 
i w Ü j = 0 


ExT) E yCkT)z`* 


= ZDxIO;T)1ZEVyCEKT)] |— WHE 
(六 ) MÉE 


. 2). 


设 Д2 х+‹КТу]= X(z)#n3 X (оо) J fi 25 


则 х(0) = X (оо) 
H. HENX, 
C х(КТуг-*®= X(z) (5.5) 
k = Ü 


НЕ |а >в, АНИК, JE BL— Slc Ok. 4 Co 5) 
可 写成 


XCz)- x(0)— 


x(T) ,,  xXCON TOU 
Pd 


2 № 


С. 
AD 
由 级 数 在 |z | Rol SORGE, FER c0, 1E EN, 
当 |z| > R,# 


<€ 


x (K T) 
"n 


K=N+1 


从 而 对 于 这 个 N， 当 |z| >К 
T 2T 
xeo 00.801). 


N T 
„Тэ <, 


4 z =oco 取 极限 ， 即 得 
ІХ (оо) ~ x €00- 0*| <e (0* 表 无 限 小 ) 
由 的 任意 性 ， 邑 得 
X(00)- x(0)20* 
会 去 0“ 即 得 证 。 
(七 ) 终 值 定理 


° 21 ° 


设 2 х(‹КТ)]= XC2) 


并 且 (1- dx z ) 在 |z| 之 1 时 是 解析 的 ， 则 


limx (kT) = lim (1- —)X(z) 

证 现 有 Ии 
lim X; x(& T)27*- X (2) (|#|]>®) | 6.6 
lim E xGT)s- XG) CIz| > А) 
将 此 等 式 乘 以 z T, RD | 

lim "Er х( Tacit =l xez) С> Р) 
КК-1, TA 
lim EGGT-T)st-- XO) (1z|>R) (5.7》 
从 (5.6) 减 去 (5.7)， 可 有 I 


lim E (0) + XUxGT)- x (KT - 712] 


-ü--L2X(G) (5.8) 
并 且 (5.8) 的 收 敏 域 一 般 可 为 1z| >В', MRR ` 
注意 ( 1 - l )XcC2 gzs 1 可 能 呈 0， co。 如 果 


此 函数 在 | z |21 是 解析 的 ， 那 未 (5,8) 左 端 级 数 在 | z |21 
时 是 收敛 的 。 按 著名 的 阿 贝 耳 (Abe) 定理 ， 于 (5.8) 在 


。 22 . 


12 | 之 1 邻 z->1 取 极限 ， 即 得 
lim E (0)+ X га0КТә- k T-T»1| 


и 0 


= lim a- 1-7 X( z) 


| = { 
12121 


Вр lim x(nT)-lim (1 -d xc» 证 毕 
UNT ETT 


$6 ЕЛИ SL, Z28348 3 


ZrFx(KT)]= X: x(kT)z-t= XCz) 
k = ñ 


性 J GL 总 
(—) 可 加 性 
ZLx(CT) * yCKT)]2 ZLxCKT)] - LL y CK T1 
(С) 齐 次 性 
ZL[ax(kT)]=aZ[x(KT)J 4 与 上 无关 
(=) 时间 的 平移 
n 为 自然 数 ， 则 


ZEx(kT -nT)]= 2 "ZLxCkT)) 
ZUx(KT'+nT)J= z" [ZL (КТ)1- аСТ) 


其 中 第 一 式 可 更 确切 地 与 成 
Z[x,(kT)]= z=-"ZLx(KkT)]J 
xCk T-nT), Æ k pn 
ilu GO T2] 


0, # K = 0, 1, 2, е, n-1 
e 23 e 


则 


(Qu) ЖУ 3k 

#Z[x(kT)]= Х(=), Wil 

ZL[u^xCKT)12 XCz/10, u>: 0 与 无关, 4 可 为 复数 。 
(+) 卷 积 


(xk y)CE T) E xGT)yT- iT) 


- X yGT)xGT-T) 
ZECx * y XX T)12 ZEx CE T)3ZEgCKT)1 
VE V. 
E X (co)TFffE ZJ 5, N 
x (0 )= X(C) 
(E) 终 值 定理 
E(1--1l )X(z) 在 |z| > 1 是 解析 的 ， 则 


多 


ET _ 1 | 
lim x СКТ) а (1- + )XGo 


2 Zpud-ul 9 可 为 复数 


24 >» 


_ Т» 
ZLk T 1o ç; ту 


ZULu^ k T] = (EE 


I'zcvpD 


2801715 (z —1)? 


Zen GU Tyt32 LAC tu) 


(=— и) 


T'3z(#* +4z +1) 
згерту = d 22 +42 +1) 
[TY] T 
ZEU ys = БЕСЕ" t4 nz +В) 
(z — n) 


210819'= (- 1)" PE Ç m... 


> —е 


ZL u^ T» = С 1)" P | 二 |. 


ZEC- CKT)" J] = C- 1)” E za 
— А = 0 


Z [cos(w k T)]- TER 1 


ZrsinCorT)] = — zsino f 
[sin(o Kk ) | "P -2zrcosoT + 1 


Zr yi ту] = EG -ueosl) — 
Lu cosCo А ) >? —2zyucosoT 十 H° 


* 25 ° 


15° 


16° 


18° 


19° 


22° 


zrusia(otr)]= q, ZEST __ 
[u°sin(@ k T )] zi-2zpcoso T 4 i 


Z[ p*e7**Tcos(o E T)] 


_ Ez - pe~ coswT) " 
z*— 2z це-°ТсоѕотТ + u?e-? o E 


Zi u*e^"Tsin(ok T)] 


=. х ue ""sinoT 
z^—2zue^?lcosoT + ц?е-?°Т 


Ztch(gkT)]- Ez -cheT) — 


z?—2zchoT + 1 
Z[sh(ok'T)]= z sho T 


~z -2zcho T +1 


^ zi-$zuchoT +u: — 


Z[uksh(okT)1= zuüshoT 


ZEE T cos(ok T )] 


-p 5G^*DcosoT-2z2^ —— 
(z^ —-2zcosoT + 1)? 


| -r.ZG -DsinoT — 
ZLkTsinCo E T)1 — T egi —-2zcosol + 15* 


Zi un*kTcos(oET)] 


25? 


26" 


27^ 


28" 


29° 


| 33" 


.T. Bz(z + p )соѕоТ -29 2^ — 
(z?—- 2z uncoso T + ц?)? 


TL: -p uz -u)sinel — 
ZLu*kTsin(Cok T) = T (z*-2zgucosoT + py 
Z [u*kTe-^**Tcos(oK T)] 


(22— 22 ue^*Tcoso T + u?e7?91)* 


ZLu*k Te-*Tsin(ok T)] 
une *Tz(z?- рет? oT )sinoT 


= (2? + 1) cho T – 222 


Z [kTchtokT)]- Тт cho к ту 


т. т.202 - sho T — 
Z [kTsh(okT)]= T (z?—-2zchoT + 1)? | 
Z Lu*kTch(ok T )] 
= TPZ? + uchoT - 2927 


(z?^—- 2uyzcho T + ц?)? 


| -TPZ pshoT 
ZLu*kTshCoR T) = 1 -2uzchoT + ut — 


ZLOR T )"cos(o kKT)] 
_ pe Z(t- DcosoT - 22*(* - 1X1 + sint oT) 


To жаига 


(z?-2zcosoT +1)° 
Z [OK T)! sin(CoE T)] 
27 


= p: Z (zt — 6z2 + DsinoT +2ш°(ш* + D) sinoTcosoT 
(22—22 coso T +1) 


34° ZLu*CK T)* cos(o K T)] 

= т2 uz(z*- u*)cosoT —2u*z°(z”>”— u?)(1- 51п?о T) 
(z?-2uzcosoT + ш?) — 

35? Z[uh(k T X sin(ok T )] 
T 2 


^"(z*-ZuzcosuTa ui)! [^^ 760 5. 


t u*)sinoT -2yu?z*(z? + u?)sinoTcosoT ] 
XB 1 一 15 不 带 因 子 由 的 各 公式 已 在 以 前 各 节 中 得 出 。 
带 卡 因子 的 各 式 可 由 相应 不 带 此 因子 的 各 式 利 用 性 质 〈 四 ) 
得 出 ， 而 16 及 17 则 可 在 14 及 415 ri ug ue 13 
由 2*， 可 有 2ZF[e"47]= 一 一 


z — es T 


-ekT4. 2 
及 2 [е ]= 2-2 
两 式 和 差 之 半分 别 给 出 18"，19"。 应 用 性 质 ( 四 ) 在 18 K 
19" 即 分 别 得 20?" 及 21?。 
ДЕ 4° Дд =е!°Т, & 


Izei*" 


| zL[kTei***) 一 (z —ei*r)i 


Tzei*'(z ~ еті* т}? 
(z __ eieT52 (z — e^ci"T)? 


Лл 00— 


* 28. 


Iz(z*ej*!'—2m-e- jT) 


— . 人 


—_— — —  。 ww， 一 ~ ——-.- 
' “一 и 


(z?—92zcosuT + 132 


„Tz? + IDcoswT —-2z +7(z^—1)sinovT] 
(z^ —-2zcosuT + 1)? 
分 开 不 含 7 的 项 及 含 7 的 项 ， 即 得 22 "及 23"。 应 用 性 质 〈 四 )， 
№22° & 23^ HII $824? £ 25^, 1E24?^ 625^ th и uec Hil {Ңң 
26" 21^, 
欲 亚 28 529°, AEPS Bt un е Rec", £5 


T ze 


Z CRECEN — 
[kie ] (2 —e*T): 


]ze-*T? 


LERT Eee] = 2 "1. 
[Тез] oe 


两 式 和 差 之 半分 别 给 出 
Z EkTchQokT)] 


_ 1 | e*t ñ er | 
2 (z—eo*7T)? g—-e Ty 

_ 1 Te Са ет“) +e ÀT (z -ety 
2 (z?—2zcuoT +1) 


T > (2? -+ DcehoT ~ -22 


n———— —. а. 


(z?^—-2zchoT +13 
ZDIETsh(okET)] 


_ 1 p.e es"(z—e-s "r° _ е” ““(и-е* ) 


—-— TF 


а" —— -— —TF” _— — —-- 


2 (z2—92zchoT + 1)? 


Cz? ~ 1)shwT 
"T Z QGicascheT + D: ` 
它们 分 别 是 28" 及 29"。 应 用 性 质 (四 ) ， 从 28° 及 29° 即 得 
30 及 31 。 | 
欲 证 32° 及 33°, 可 在 6" 中 取 由 = eiT, Ф 
ZECKT eiT] То: (Z te). 


(z —ei*T)? 


Teg Са жет7 )еі* (х етту? 


—-O.-..n 


Є - gi?) (= – ет cie Ts 


_ pa y (Gueei*T)( —eci*T)ei*T(g oci Ty 


一 CC 一 一 一 一 一 me 


(z?—-2zcosoT + 1)? 


— 一 = a ə ü  ə-- — 


Tè Ú C -1+2jJzsin@l)(z°el" —2z * e71*^) 
(z? -2zcosoT +1) 


= т2з08 -Dt272sinoT] | 
(z^-—2zcosol +1) 


NN “一 1)coswol —-2z t j(z^-—- 1)sinoT ] 


— —— -— —M = —_ 


(z?—9zcosoT + 1) | 
分 开 实 部 及 虚 部 即 得 32 及 33"。 应 用 性 质 ( 四 》， 从 32 ”及 


33 即 得 34 £35", 
$7 J ZU Ja 


在 》 3 rh, {джу í (KT) z ЛЕД 
ZL x (k'T)l= X x(k'T')z- t= X (z) (7.1) 


* 30 


RmX Cz ) 是 中 国 NUS pe Ro Ee 
在 $3 中 ， 我 们 曾 假 定 此 人 负 答 级 数 在 茶 轩 外 |z| > КВК, N 
在 我 们 来 曾 明 作 这 种 假定 的 理由 。 

我 们 用 著名 的 柯 西 (Cauchy) 根 号 法 来 判 州 (7 .1) 中 级 数 
的 收敛 或 发 散 。 设 x(KATK=0，1，2 OARE 
列 。 考 察 (7.1) 中 级 数 第 "项 (不 计 御 一 项 ) 的 绝对 值 的 ?次 方 根 


v [х@ Ту = х Тә 
RS БАА СЕКА) 为 

p=lim {х (п ТИ | 

R «lim и |x (n T)| 


p “全 0 


Sedan. FAL x CKT), RAHE: OA, F 
дж p= R/]z] . TIVSAR S TEUS 1: 
ix К «oo ( R %20), 
Aa p< 1, (DR, MO. АНИ; 
Ans р > 1, Hl Е <В, WO. DRH; 
| 


ti 
| 
And: p=1， HI iz | = К, Wüzk (7,1) ES 性 不 能 


^j 


И анын 
— 


dx ADS: [zl] RYDER EAR By Fd) 
周 , |z] 之 及 为 圆 外 所 成 之 域 ，|z | 二 R 为 加 内 所 成 之 域 , 按 上 
面 的 结果 ， 我 们 称 圆 外 | z SRAT. DAKAR IER | 
们 在 $3 中 定义 2 变换 时 ， 假 定 REY x Ch T)sEÓzpD 
R 内 收敛 的 理由 。X(z ) 为 这 级 数 的 和 ， 它 确定 在 域 1z| > 
R。 按 寡 级 数理 论 ，(7.1D) 中 右 端 等 式 可 以 逐 项 求 导 而 不 改 
变 其 收敛 域 。 因 此 , MARX COE | = | D> RREI. 


31 ° 


现在 研究 相反 的 问题 。 设 X (z ) 是 一 个 给 定 的 复 变 函 
数 , 它 在 某 圆 外 1z | 之 尺 是 解析 的 ,并 且 存 在 有 穷 数 X (оо), 
我 们 讨论 X ( z ?是 否 能 展 成 如 下 的 负 需 级 数 
X(z)= Бх (ЕТӘ) (7.2) 
其 中 x (8 了 工 ) 是 待定 系数 。 假 定 (7.2) 成 立 ， 那 末 如 在 3$5 
CO 中 ， 我 们 有 xz (0)=X(oo)。 至 于 其 他 的 x* (kT) 
(=1，2，…) ， 我 们 可 用 下 法 求 得 。 取 7 之 1 为 茶 一 
НАЖ, ЖР, Р, ЦГ 121 = А, Де"! 
3836 (7.2), "D 
ХОТ) вте шт! X (z) С (7.3) 
BX CE || > RAE BE Т, MRR, EX (z ) 在 
Iz| RAPI, Иц”. X CDE zi RÆ. 
现在 就 (7.3) 沿 圆周 二 ，|>| = Ri 的 正 向 ( 顺 时 针 ) Z 项 取 围 
道 积 分 ， 可 有 mE 
EG (КТ) 中 art-tdz=Q nt X Code (7.4) 
根据 被 积 函 数 z"! X CEOYEU 上 的 解析 性 ，〈7.42 右 йш PAY 
为 有 穷 数 。 至 于 左 端 逐 项 积分 的 合理 性 ， 我 们 暂时 不 考虑 
它 。 对 左 端 所 及 六 7 的 项 


peas, (EA (ED) 


其 中 4 天) 表示 产 -天 沿 T 正 向 一 周 的 增 量 。 而 当 


k = nn 时 ， 左 端 所 留 下 的 积分 为 四 zdz., i 积分 ， 
我 们 可 用 变换 > = Rie!'，dz = В,]е!'40, XT WE 向 一 
”局 相当 于 9 由 2 到 0， 于 是 
。 32 . 


ow 


‚ 4e Li Ager 
rg o Күе!* 


BU C7 . 4) 成 为 
— x (n T )22 7 = $ z"" l! X ( z удах 
从 而 在 中 之 工时 


2x 
= -| 140= -27 Ff 
0 


x = (п Ту= 2} z"X(z)dz 
2702 J r 


其 中 积分 是 沿 圆周 1 ， [z| =R 的 正 向 取 的 ， 而 人 上 :是 大 于 
内 任何 数 。 

总 之 , 如果 X (z) yl y, X OOE |z] > 及 是 解析 的 ， 
НХ (оо) 9 5, PERRET. DWL, R 


f 
x CKT)= (iier 在 《之 1 ¿5 
X (co), ТЕ K = 0 
ЖНГ 表示 圆周 |z| = R, RKE F, 

由 于 我 们 是 假定 (7.2) 成 立 ， 并 且 没 有 考虑 逐 项 积分 的 
合理 性 ， 所 以 上 述 方法 是 不 严密 的 。 但 如 果 我 们 能 证 (7.5) 
中 的 x (KT》 确 能 满足 (7.2)， 即 能 证 (7.5) 中 x (KT) 的 2 
变换 确 为 已 知 的 函数 和 (z )， 那 采 这 问题 才 算 圆满 解决 。 现 
在 来 讨论 〈7.5)》 中 的 xx(K 了 了 ) 是 否 满足 (7.2)。 为 比 ， 我 们 


在 (7.5) 中 作 代 换 > = s ， 则 


X GS X (EX OX GO |41 < 


解析 x (0) = Х (оо) = X, (0) 
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HACS), mD RRA JI =R- (<k ) 
加 下 向 一 周 ，( 一 了) 表示 此 圆周 负 向 一 周 ， 并 BX, (E 
МЕ д 
另外 在 =1， 2» З» +, 
-k4il 1 ! 
TIL х. (а at) 


2. 1 yo-k-l 
әл] ri^ X (Eds 


把 这 些 代入 (7.2) 的 右 端 ， 可 有 


> x(kT)yz "= x(0)+ sl 
k=0 k= =12 N] 


(фс, (D dte 


= 1/1V 
-x.00 «1.20, z Gr) X ds 
Jx 1/z 为 li Wíff—zi. $29 D, k—m, MU 
1 _ 1 


从 而 


кай > (LL) 绝对 收敛 ， 并 且 对 T， 上 的 了 说， 是 一 至 
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ёо -pX (在 Ti 上 是 解析 的 ， 因 而 其 模 是 有 界 


的 ， 故 可 交换 三 及 中 的 次 序 ， 从 而 上 式 化 成 


Y х‹(КТ yz ' 
& = QO 


=X +, EZ (e) X: (а 


_ афа AGO ; 
X CD 85340, + 211/02 CI rS 


- 1 1 1/2 —— 
=X 0O +61 ф, e ries O4 


605759, (^r trajo Dd: 


2 7] 


2zj) = £ - 3/ z) 
=X,(0)-X,(0)+X,G1/z)=X(z)y (Cauchy 
积分 ) 这 就 证 明了 《7.5) 中 的 x《K TORM (7.2). WIR 
们 证 明了 下 面 的 命题 | 


ШЖ E xCET)27*- X (z) (7.2) 
Bi] 
— 1 k-1 
X (co), ТЕ К = 0 


(7.5) 
. 35 。 


反之 也 成 立 。 两 者 构成 x 变换 对 ， 并 且 可 分 别 记 如 
ZLx(kT)1- X (а) 
x (KT) =Z [X (21 
对 于 前 一 式 ， 我 们 说 x ChAT) 的 z 变 换 为 X(z)， 对 于 后 一 
式 ， 我 们 说 X (> ) 的 反 z 变换 为 x (KT), 


例如 21]==2— 1= zoh 


2-1 


ZU = L9 u^ = z^|- | 


" 

如 果 X (z) 为 已 知 ， 则 可 用 留 数 法 求 (7.5? 中 的 围 道 积 
o BX (2) (К> 1) 在 FT 上 及 下 外 解析 , 即 在 1>| > 
R 时 和 解析。 我 们 可 先 求 出 ze 三 (zx )#T AUSTR. 同 的 极点 
zi(i= 1，2，,…)。 由 于 及 ,是 大 于 愉 的 数 ， 所 以 这 些 z; 就 是 
zi1X(2z) 的 所 有 极点 ， 并 且 假 定 不 再 有 ze:X (z ) 的 其 他 
ЖА, DArestz* X (2) 1562-0 X (=) г Н Ax, MH] d 


留 数 定理 ， 有 
中 zh-1X (z)dz = -2nzj Lres[z* X (z)] (k zD 


S resiz X ( z )], k > 1 


X (co), 


xz (ET)=| (7.6) 


$ 8 ”及 ZL 变换 的 求法 


AT БЕЙ ЕХ GO tf |z| RARI, JEU TEX (ооу 
为 有 穷 。 一 般 有 三 种 方法 求 X(z) 的 反 = 变 换 Z-:[X (GOD 
CO н, С 负 短 级 数 法 ，(iii) 留 数 法 。 对 前 两 法 有 时 
须 配 合 部 分 分 式 展开 。 现 在 举 一 些 例子 阅 明 如 何 运 用 这 些 方 
法 。 

Bi. ХС) “©2585, жя 变换 。 

Ж X (co) =:0, х(0)= 0, 

O 查 表 法 。 我 们 把 X(z)/x 展 成 部 分 分 式 之 和 : 


XG) — tset -1 1 | 
z (z—1»(z-e^*^) Z — =—е@7*" 
ра z 
Мй X= -一 一 一 (8.1) 


我 们 所 以 把 X (zy 展开 成 部 分 分 式 之 和 是 由 于 表 中 多 
数 z 变 换 的 分 子 含有 因子 z 这 一 事实 所 启发 。 

查 表 1 及 2 立刻 得 x 

Z-1[X(z2)]= 1 —e T = x(KT') 
注意 这 结果 对 证 = 0 也 成 立 : х(0)= 0, 

GD MERE. H.D, JA 


7 1 1 
X ( z ) 一 1 —— M — ZEE _| 


— >`: 1 一 ee x 
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= > g — > e "x^ [|z] > max(1, e7°7)] 
k = 0 


= >i —g *5T)z-h 


&x x(kT)21-e*** k=0,1, 2.. 
(iii) 留 数 法 。 用 $7 的 (7.6) 这 里 


z^*(1-—2e-*7) 
k-1 Ln e ^) | 
zl X CO- CET 


它 有 两 个 一 阶 极 局 ，1，e 


x(kT)>y=res[zF-1 X(z)]+res[z* ! X(z)] 
i et 


=| сее 


(z—-1)(z—e-*!) 


_e-er) 84 09| 
‚|с i ”人 z =e 


,EC1-e677) z'ae) 
= p" _ eo > 一 1 > 一 1 > = е7 
一 1 ета АТ (k = 0, 1, 2) , 


T2z(z +1) 、 
— -一 一 一 ————- ` 
2. XG) = vL qs 0 ЖХ (КТ), 


解 Xæ 6 RPH.. BiZ AR, nf BL х(КТу= 
CR T^, SRI Ж ЖЕРЕ Л CGU VEA, 
AERE. XDR TRR БИКЕ? н] hl, E z > 1 
"tb. A 
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1 1 1 
= 2 (3 n — X (2) *.. 
l z t "E ] + 3 =) + 


кто) 1.) 


将 上 式 乘 开 后 可 见 ， 其 工 /= ,的 系数 为 
х (ЕТ) ST 1 КОК + 1 ) + Ck — 1 )K ЕС 
(= 0,1,2, 


CREDE 


BEA. UU X (z)= T: -G 
(z= 1) 


z= 1 为 仪 有 的 一 个 3 阶 极点 。 
x(kT>=res[z%*"1 X(z)]-res (т: Z АЕ + 


OT? d? р o Z* (m1) 
= 
2! d z ° ( 2 — Í )° z= ] 


|| 


ТСК а тда КСК O E 


= ; РСА ЖА ЖАСА 1)) 


-G T) 


注意 这 结果 对 及 = 0 也 成 立 ，x(0)=4co)= 0 


13. X (z) = 2, Жх(КТ), 


_ a ’ 


П АЖ, | z| > al BT, 


5 8 -~ а Lue. “у... 
А (2)= Laa a (1 «m 十 十 


xCKT) = O/z Dg 3 = аа" (k = 0,1, 2,20) 
-1 az __ k- 1 - 
яз. zo [jenen] 


az* 
= res Е -| 
a z—üa 


a z 
z-—a 


= (z — а) 


= aa*- x(KT) 


这 结果 对 8 = 0 也 成 立 。x(0)=a= А (оо), 


2 
例 4. X(z)= ӨЛ tur RKT), 


解 х(0) = Х (оо) =а 
fim SURGE. dE |z| >] а| 时 ， 


TIED 


中 这 结果 在 a= 01, RAIEN: £ q = 0 ,时 


р, к= 0 
а= 0, 在 k= 1,2,3--- 


一 一 


Qn 
| z^ +) 
w x(kT)= 乘积 中 1/2* 的 系数 =a(k + 1)a: + Как: © 
这 结果 在 = 0 也 成 立 ，x(0)=4a。 

留 数 法 。 

ХКГ) =res[z*"! X (z)] 


=(а+>)(аї +T kt... + (K + 1) 


=[а(К+ i15z^-cbkz*!],., 
= ак +1р)а+ Ваё! 


_  8z'tbz | " 
P5. (2) = с а) (= — f) , a Xp, AK x (KT), 


TA: ХНА ЛЕРИ ДИА, "D 


|| Gaz + bz | 
(2-а) (= – В) 


x (KT) = Z-'| 


.a(a**'- В) +b (a*- В*) 
m= ы a TOM — HMM i, 
(К= 0,1, 2, 3e) 


Ga= 0, at= Поко QQÁ WAAN = 0 也 成 立 。 


EXER = 0, 此 式 给 出 区 0 )= a= Х (оо) 
又 如 果 于 此 结果 中 令 6 =4， 取 实在 值 ， 可 得 


az^-bz 
Z- | z а акъа + bka, [afl 4. 


_ ар? + bz | 
例 6 . A (z) = sa) 8° (520), 
求 XCKT)。 
解 ” 设 & = pcosy, B = psing, Wl 
p=“ az+1 соѕр=а/р ѕіпр= В/р 
分 母 的 两 个 零点 为 p(cosyg 土 Tsinyg) = pe*'*, TIR f] 5 的 结 
AR. "D 


1 | 上 十 上 j ikti) Р = ј (k+l)? \ 
ХК Гу= ——————4a e — е , 
(КТ) 27 psing р” ] 


кре! кб езг 


, Sin(k + 1)@ "T sinko 


- ap sinp sing 


(K20,1,2,3,:) 


| 2 4 bz az?+bz 
Z-: m yA mE 
RI (2-а)? +p? z?^—2pzcosgo-t př. 


В Sin(K + Do +bp*7! _ѕіпқд 
sin sing 
(K = 0,1, 2,...) 
注意 % = 0 取 实 在 值 亦 得 例 Ang A. 
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zap 


3 2 > | 
іт. X(z)2 82 Tbz Toz RICT). 


(z-a) °” 


HR x(0)=X(œ)=a 


xCkT) = res Ez'7' X (25] 


ах +? cbz**'-Fog* 
= res] -~ — 
(2-а) 


4? 
=H Ey Сас? фронт! + Cg*) | 
сз т 


=a 


SX EPIO + 1) att + 1) ка" 


+ Lokk 1927 


XX A ROSE, = 0 也 成 立 : 


x(0)= та: 2 10° =a = X (оо) 


Fal а= 0,b= р, ë= џ?, а= 1 给 出 表 中 的 6?。 


y _ az? +bz2+ ez 
His. (>) (#=—а)°(= — p) 9 acp, 


3 x CK T) 
ДЕ х(КТу=тез[ж* `° ! X(z)]+res[z*"1 X (z)] 
а B 


= res| -27 z ez | 


(0) 
43 


ад ^+? + роі 4 og" 
+res | ——%———n 
B (z —a)*(z — В) 
| d RE tez | 
i d > z — В = a 


azk+2 L ро 4 oz 
- (z- a) 


к = р 


аск -2)a** + b(k t Dac oka*^! 
(a — В)? 


— a(a***-B**?5 + b(a* *-Bp**'5 c c(a* — pt) 
| (a- В)? x 
这 结果 对 = 0 WWM: 


x (05- 200 +b _ alat- B^) rbCa- В) 


a— p Ca- B» 
_ 2aa*b  a(a4 B)4b _ _ 
=“ — 4 74 Ti X (co) = a 
_ ав? +2? + oz ， 
例 9 . A) Stg ay -pe y) PY S, 
SK x (KT), 


a0*** E Бак +! +cat 
х(КТу= ——— M 


(а ~ В)(а- у) 


apB**? 4 bp**' e cp* ay*** + руё! + су“ 
(1 - а) В - у) (y - a)€y - B) 


ха ЖК = 0 也 成 立 。 丰 = 0 wp 
44 。 


aga + bacc aB? bB +o 


0)= 8% tobate 1, ар +№р+е — 
*60)7-(a-BXa-y) + (B-aX- y) 
ау. uA 
(у-а)(у- В) 


(aa? -bacc)(B — y) + Caf? e bB c) 
(a — Bla- y) 
(y-0»t(ay* cby ve)(a- hb) 
(B— y) 
显然 在 4 = В, 0=7, В = у, 7 13959, 故 分 子 可 化 成 
ala- pa -7)(В ~ у), МХСО) = а= X (оо), 
ах +2? + са 
$0. 0) = туа ре гуу 
AK xORT), 
解 ” 设 a=pcosp， В = psing, 则 po=w а?+ B? , 
cosp = a /p, sing = В/р, 
分 母 的 三 零点 为 Q 土 10 = pe*'* Ky. 


Ty = ә RITES | az bm toz? |) 
xCR1) ?RUG [rear BHO OUS (D 


> 


[estt eie ezi 1 


+7235 [((z—a)?- В? (= — y) 


Y 


ад ^+ ho tl! + oz 


ü 2 ^ [Us le — m 


ау? +by't'+ey" 


=. — —— — .—.  , ñ 


(у—-а)%+8?°% 


D RZESH 
45 * 


p'Lap?ei Ck+2) * +bpel tror teelt") 


p(e!*—e7?*)(pe'* — y) 


ays +byt+! + c y À 
(y a) + p? 


а — J J. —— A U  —— À— I MM —  —  —— ———— —. 一- 


- nl? р “Гар? еї Ck+t2) + bpe! Кое сеік" 
pjsing( pe!* — у) 


иа 


( pe^?t—y) 


(pei? эу а! атк ppt! + ст" 
| (у-ва)*+ B° 


=R [отар PUP e рре?'' + се! tol el 
151п0[ (y — a)? + B°] 


боз 4 „0*уГар?е, (De 22-1 
a pjsingL Cy ~ а) +.B °] 

ar**? + br**! Lor 

(y — a)? + f? 


—D. M ML 


p*Lap?sinCE + 1)ọ+bpsinkg + овїп(К- — 1)0] 
sinpl(y =a) + J * 


у[ар? sin( K + 2 )0o + b psin( K + 159 + esinkg]. 


— Q = Á— — HM — — Á —À m — m .—  —À —[n . — i — — à ———- — ——. -- 
me 一 一 一 — -一 ——- "r —- 一 一 一 .一 


sing[ (y а) + B*j А 


y'Cay^ + Бу +c) 
"(у ау?+ i D 


这 结果 对 有 = 0 EE, ТЕК = 0 时 ， 可 有 
O @ 由 读者 验证 :m= 0 008-0) ,到 极限 即 分 出 名 
е 46 m 


x( 0 )= а р “Sin0 — esing — -I у(ар? sin 29 + bpsing) 


— — — ——- 


— ———————- x. =a. А — .-.—— ———TFyUN.. n. səs - 


sinpi. —a)*4- B°] 


ay*+by +e 


一 一 一 一 


(y-a)? + p? 


.ap*-c-y(2apcosg- b) c ay ^ t by +e 
(y -a)? + f^ 


_a(a"+ p°) ~ 2ауа+ау 


— m- — — - 


(yay B* 


š 3 dz M" 
i11. X (z) = azt tbat tos + Т, dur 13 


&t3 2h32 K +1 
az + р + 0 > d | 
fg о х(КТу=тез -5 — “ ти Lu Gù 


i КА \ 
lur tebzi get ad z] 
S" =a 


з 


[а (K+3)(k+2)(k+ Dai 
T+b(K+2)X(K + DAa' теск t DACR-Da'7 
td-kOk—0)(0;-225a*71 


ТЕ ОХ ЖЫЛ = 0 也 成 立 。 在 8 = 0 了 时， 可 有 
x(0)- 03 .2 =a = X (co) 
特别 ，a = 0, bu, c-4u^,d-2uw,aa-y, 
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ра -tAu'z^tyz uz(z't4uztu*) 


А (z) = (z — р)“ (z — р)“ 


x(kT)= [ик +2)Xk +1)k nut"! 


十 4 站 2(k+1)k(k- 12057? 
tua (一 1)( 一 2»54*7?1 


=-HtkUCK'+ 3k +2)+4(K* — 1) 
+(K*-3k +2)] 
= NOR 
这 给 出 表 中 公式 8 。 
асе) = -42 bm оста жуту, 


azil tbai | 


Ж ХТ) = res | (z-a (2 - В) | 


ах ^з + рок? фон uc 


eres | (z-a)? (z- p) 


-i[ d° azti ра ох ы САЙ 
2 d xš z= В r = а 


аВ +5 +0 В"% +2 + еВ: +! ed. В" 
(В - а)? 


-Iak + +ада''+ iht kE Dat 
2 - a— р 


, (K+ 1I)Katl'+ d: k(k—- Do? 


а – р 
oa Зайт рк +a еск ак dkat" 
(а — р) 
аа? + ра? нос н да“ 
十 
<. а= jy | 


aB'*? pit жов?! -Ld.p* 
(а— B» 


— mas, 
T 


[а(К+3)(К + 22a**! 


———— J 


1 
(a 


- B) 


жос + 2)(К+14*+е(К+ р) а edeECEk-19a*7?] 


1 — y + n ў 4. 
一 tac gy 4 CK +З) а ЕК Datt telk t 1)a* 


p) 


- i р ! 
+ 4 о * lae a дЗ — k + л 
К Са By ( б^“) 


t5(a'*?— B5*?) веба — B^*'y e dCa*-B*)] 


WERIT К = 0 也 成 六。 在 = 0 有 时， 可 有 
2 
x(0) = 929*2b _ Заа? +2ра+с 


一 一 一 一 


2(a-B) |. (a - 8) 
+2- B )+b(a`- B')*e(a-B»). 
(а ~ В)? 
. 3aatb | 3aa?-42ba vc. 
a- В (q — p»? 


+ 2Са*+ав+ Bv beat В)+е 


(a — f)? 
_ Заа+ь a(-2a'saf* B')sb(B-o). 
a-p (a — p»* 
_ Заа +ь__ аВ+2а)+р _аа+ар 
a-p a — В ~ a-f 


am rb tez ro ус) 


例 13 . X Get TEX 


Ж октос пес Гев bz tezte! tae | 
i a (z=—q)2(z – В)? ii 


+ гез туи] 


=| at td ] 
sw 


dz — (=— В)? 


d azt*?bzg**" cozg'*!crdez* ` 


12 777 (z-ajy m 


(a — В)" 


QC; - 1) 0а e B'ovdk Cat + BT) 
| c 2 (a-f» 


i a(a***- В) e bQat?*- — p++?) I 
(a — p» 


av 


* 50 * 


(a**!— - B**'o -d(a* — ~ B*) 


70 (a – В)? ШИ 
АКК = 0 ERZ, TER 01], JA 
= Заба +В) + арбаъ B) * 20 
x( 0) (a — йу 


.95,8(Ca  - В) tbla- В) +еба- p) 
(a= py 


_  8a€a?«* В?) + 2bC(a + B) + 20 
(a — Вр)“ 


„i .一 


.9 .2(a'taB-*B')*rb(acp)yto ` 
(a — В)? 


_ a Ca^ — 2a p + B?) 8 
> (a-By 77 ХС) 


[14 X (z)- азё +=? + ez2+ dz 


-———-Ü n—A ` = — —- — — n 4— — ———— ——  —— 


(z-a»y(z-fy)zx-»)' 
3K x CRT), 


WO ATs es $S tirs roms +4. 2 | 


tres 
8 


一 — — 


| (z-ay'(z- Й)(=-у) 


Ея фро фос] tdz* 


tres 
y 


[cu tt вех‘ + dz ' | 


GTO- Py) 


— ——m— 


— waww... x 


-| -2 ахл ра фев + dez! | 
dz (2-р) (2 - у) с-а 


əl 


аВ "+: -bp**?* coep**' ъа: B* 
(B —- a»y(B-—y) 
ау" 3 + фу? 4+ су! +4 y 
(у- а)(у-– В) 
ак + 3)a5** + b(k + 2)a**! 
(a— р)(а-~у) 
c(k + 1)a* + da 
(a — В) (а — y) 
— (aa*'*?-ctba*'* фса +Td-at ` 
(a — В)? 
(2a — B — y) 
(a-y) 
ap***-bp*** ocB** ed. p 
| (B — aY*CB — y) 


+ 


+ 


X 


十 


„ау + ру? +осу"?! +4 y 
(y-a) Cy- B) 


KERAK = 0 у. ЕК = 0 时 有 


3 аа? + 2ра +c 


х00)= —ta- BXa-3) 


_ €(aa?-rba?-ca t d)(2a - B — y) 
Са – В)^ба -yy 
.28°%+082+сВ +4 ау? thy +ey+d 
(B —ax (8 — vy) (y -a)y — В) 
it m С А 20 В - у5 (а ~ В) + (а — y). 
PRR EK TB ВАНА, 6 E 35 А М s HME Gy, RD 
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Заа"+2Рра+ое 


х0) (а 25) 


(B - а)‘ В - у) (а – В) (а-у) 
ау tor t ey + d se m 
Cy — a»*Cy, - B) (Ca —y»'(a-—- В) 

3 аа? + ра +о 


[MP рвов +4 аврат са+ d] 


+ 1 《+ +ер+а)(а-у) 
(a - В)? (B - у)(а-у) 
(B—-y»(a-y) 
pol. [eux + ру? +y +4у(а-бу 
(а-у)? (z -Xa =P) 


(aa? *tba^-cacd)(y- P) ] 
(y - В)Са - B) 


_ 3 aa*--2ba-dcc 
(a —B)(a—y) 


, -LaafCB ea) + Рав -d] | 


— I —— ————————-————Ü PD 


(a — B)(a —y)X8 — y) 


+ 
Ca- B)(a —y)XX8B — y) 


4 zlaayCy +a) +bay + d] 
(a —-y)(a - B)(y — В) 
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I! 


+ BlaC epa at) ebC + +ау+о]_ 
(а-у)(а- B)(y - p) 


3 аа? + 2 рае 
(a — В)ба-у) 


2 аа? + 2ра+ааВ + аау ~ аду +e 
(а —5)(2a—vy) 


аа: aap аа; '"tapy | 


Ld m — —- 


— — —— ——Á — ——  ÓÓ— . zo d. 


(a — p»(a - y) 


= a 
= X (оо) 
Glo. Х(шу= 22 РЕ БОШУ Борт 


[C2 — a) + py ? 
解 a= pcose, P= psing， 分 母 四 零点 为 


peti’, pe^'*, 


tà 
Paue 
кю 
С, 
dl 
Lu 
rj 


一 -一 一 . 一 -一 一 .mm- .一 一 一 ， 


oo GT 
2 RN d ак‘? крах рок жав 
dz рату а= pe! 


p rfo [50 ye th epe 


2 RI res ах рих «b ez**! + d: z 
EX ; - 


„СОК + 1 ped: е | 
. p: (ele — o iv) 


af ape 6*9 bpi ta? 
—2p ——.. - uu —- 
p (ei? e My 


— 
— 


` 
小 


(0) 


二 站 
ү Cpe 117 7? die 一 | 
p?Cei? — Qv? 


1 
2 f P 


+OCk + 2) p cosh + Do tilh t Dpcosno 


+4@+[со5бС К — D$] 


1 
2 s 


+cepsin(k r 1)р + disini] 


Lap sinl E +o) 


ji 


= 一 (AL 
2 В 
1 "m з 
二 — | d эса" 一 Ú 


I 
a 


|) 
ч 
"ч, 
t! 
C) 


i Qd ЖТ 
' lc t 


=t [alk +5) р cosCA +L) 


这 结果 对 及 = 0 也 成 让， 在 上 = 0, #8 


DN (3apctos2t—-2h5p^cosc- op) 


J. г M : А д * . 
5p?sin?q ensine) 


39^ 


$9 ZER ( 表 续 ) 


现 将 § 8 例 3 及 以 后 各 例 结果 汇总 如 下 。 


LITT. 
2122) аа (а= 0 也 成 立 mese. pis 


2 


EEG 


- az +b z , _ 
2152. 2 ас + ракъ ка“ 
(z -a)l 


` 


Z~ 一 | 
(2-0) (5 – 3) 
a(a** В) + р (а - B*) 
а ~ В 


| (z-a) + p 


-tbsinkq] 


zh p* Lapsin(k + De 


(2 —pcosg, b= psing) 


аваз 


+ а + 1) а‘. FLAG -pa*^? 


a – В 


(a — В)? 


° зри фс 
42 z] a z” + | 
(z —a)(z — В) (= — y) 
_ ач!'*+ра+“'+оа* 


i (а ~ В) (а-у) | 


арі? *bp'*" oB: 
(8-0) (В —y) 


ay +? + bytt! + су, 


(y — а) (у — В) 


° _1 ак? + Ва? + сх 
^ 25у | 


= PP [ap sin(k+ De Ррѕіпдф + esin(k - Do] 


—-————— —_—_——— 


sine€[(y — a)? + 3°] 


.b'"!yLap'sin(kE +2)p+bpsin(k + Doc esinkg] 
singL Cy – а) + B° J 
y*Cay? + by +e) | я 
ле = 一 
(Уай +? (а = рсоѕр, В = psing) 


Sz tor tes ков | 
(z-a) 


44° z-| 


[| 


Calk +3) Ck +20(К+1)а*+ 


57 ° 


tb +2) (к + I Ra жек t DR(OL- Dat? 
+d-k(k-1) (k -2)2*7?] 


45° zt zt краб ок td | 
(z—a»'(z-—p) 


сабк ъз) E )u 7 OKD EDa 
2 (a — p) m i 
ск +1) ков d k(k—- la: 2 
2 (q — p) mM 
ак 3a? -b(brz)a55! 
(n -B О 
+ оК to: +d.kat-! 
TEN 
La(Q РЛ attt prt) 
TENTI E a 
ktl , 
+ 2 二 40 - D 
| (a — p)? 
4G? 2 92—72 фохта | 
(人 
a0 D €. fj) xb( 2:07 e B 
(C -一 - В)? 
ete DG po edic! e 7 
2-р) 
Kk + 3 à 2 
29 8RQ 7 В+ catt? = ph 


Q, Clu р) tday Be) | 
(a — fl» 


47? z=] azt+ bz? tezte deg | 
(Z2—Q)°(z — р) (5 — y) 


a (k + 3) 0%" +205 -2»5g5**! 
(a — р) (а-у) 


c(k-tDa't-:d:kat 
(a — B)(a- y) 


а (аа? + ра? + са + d) (2a - В ~ у). 


a- 一 -一 -- 一 一 


(a— B) la- y» 


———À —r —m— 


+ D Cap +ЬД° tef xd), у у (ay + b; `° *cy td) 


(B—-aY(B-—y) (7-а): 07-0 
zí bz? + oz + d: > 
° ЕСН 
48 (z —q)(z — В) (z — р) (2-00) 


_ G@i(ag+bai+Toaq cd) 


Са = Ву (а-у) (а - 8) 


рар tb: + ер +d 


— - ————— à — 


| ) 0 
(B-a) (В - 00 — ó) 


LY (ay DY 二 二 OO (aó +hbo teo t d) 
руву C8 - 0908 — BYCG - y) 


| bz + oz" + d: 2 
° z-| az z toz toz d а а 
49 FG -a + BE 


- geht [ap (к +3)cos(k + 2)@ + 


+bp*(k +2)cos(k + Do t ep(CR + Dcosko 
+d+-kcos(k — 91 


十 grotte pš°sin(k +3)p +bp*sin(k + 259 
+ cpsin(k + 1) ф + dsinko] 


(а = рсоѕф, В = рѕіпф) 


4 b bz? вов? +d'z 
50? zo| Sztr LU + i | 
[(z— а)? + B* ](z — у)? 


_ D*''D[ap?sin(kK + Do t bp*sinkg] 
sing[ (y =a)? + p^r 


singLCy ~ 2) + f^ J° 


十 


22047[ap sin( 丰 十 2020 +bp*sin(k+ DE] 
singL (y м) + B° 1° 


sing[(7-a)* + В? T 


p Pt! y^ Lap?sin(k + 309 t 2p^sin(E + 229] 


"mme шг ш — Oo Mrr а а а аа а а аа 


siag[(y-a)^ + D^]. 


p' 'y'Lepsin(k + Do d-:sinkqg] 
sing[(y а) + 8? 1 


十 


y'pEa(k £32 ? +0 + 2) у? +e(k+ Dy t d-k] 


t (у-а)? + B° 


- 2(y - a) саа 2 (6259220) 
公式 36 "一 50"， 除 48 "及 50 外 ， 均 已 见 88 各 例 。 至 于 
48 证 明 较 易 ， 读 者 自己 作 。 对 于 50"， 设 
4 3 2 . 
Za = pcose, В = psing, WX (7 的 分 母 的 零点 为 
pe”, PET’, y, y, 
故 


el” 


_ | _ res -i 
Z ! EX (217 2R d, Га X су) 


+res[z*”1 X (z) | 


— 2 RÍ res azkit3+bxht?2 cez**! + d: z, | 
рё!" (z = pei (z — pe ie) (z 一 у)? J 


az*t% фро? L egit L q. >" 
+ res 


, [(z-a)?*-p*]1(z-y» 


H 


2 R il a p? e! (k+3) o + Dpe!l (K+2) фр 
P (pei? – pe 1?) (ре!е — y)* 


сре! ‘+ ve deite | 
ре” - pe y рен =y 


«| d azaba Toez o 
dz (z-a)? + В? тар 


—— + ү r P RÀ MÀ — — —— HM н нын н 
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pjsing(peis — у)? (pe-ie—- у)? 


alk 十 3) ys+2 十 及 (下 十 2)78+ +e(k+1)y* 
(y а)? + В? 
d. кук | 
а)? + В? 
_ ау AY +by 二 COY edey* 
2 (y а) [Cy -a)? + pP ]? 
ЕФ (ре!#— у)? (р-і-– у)? = [(y- 00)? + B* I, 3E 2H E 
式 的 实 部 即 得 50 。 前 表 1 一 35 便 于 查 z> 变 换 ， 续 表 36 一 
50 "便于 查 反 > 变换 。 


$10 及 ZZ 变换 的 数字 例子 


Q 25 -Z -1 
|1. А (0) = руг RZ- [X (25] 


AM ”用 37"， 可 立刻 得 到 
Z"[X (201-2 G*-D2'-5-2*'7' 2*7! (k+ 2) 


йз. Z[2'"'(X +2)]= LZ[2*k1 Z[2*] 


Sep "z-ài^ -27 “М4 RD 


BIZ. X (z) =- 求 2~1FX Cz)1 


22-2 


е 62 ° 


M. XX (z) = -所 一 ,由 38。 sp 


(#+1)(=- 2) 
2-i[X (2)]=— 1) 2 CIC D: 2 J 
_ 3 I 


3 
2 
е. 2|2‹-0*+1.: ‘|= 2 220-00] 


_ 2 z 1 г 
. -~ +} ~ 
3 2+1 3 z — 2 


2 一 
-—6———— (H2?) 


Z^ -—-2-—2 


. 2 — 
Hi3. XG)= -a s Z lX (#)] 


_ z+: 
E XG) quip: 8395, A 


ZLX о) G2) {VE sin га: +D ŠZ] 


+sin Кл 
4 


}= (4 2 )*cos 217. 


验证 914°, ар 


3 Kz ]- z[z -v 2 соѕ (3z/4)] 
|= а 


Z| ev 2»*eos Lv 
z2— 24/2 zcos(37/4) +2 


z (z + 1) 
z2+ 2 z+ 2 


З 
(|4. XG)= ууз ЖАХ (z) ] 


Ж 41°, уң 
2-Х (ху]= -ZEC DCD - К+) D*J 


- реро? og 
= C D' @k+3)- L[2C-D'- 21111 


= 1 — 4 2 * k 
g (0A + 7)(- D * 9 py 
验证 按 2* 及 4", 可 有 


d 2 
z|icek«Dc- Dies 2 | 


=Ê Zik- D'14 5 ZECD'14 2212 4 


= 


6 z TZ 2z 
24. 957 0 4———À— + 一 一 一 一 
3i (2+1)? . z+ 1 22 
_ 52-2 
(z + 1)°(z — 2) 
e 64 в 


3 
X _ 2°+ 9 > . 
pls. (=) (z- 1)(z+ 1)(=- 2) 
ЖАХ (#)] 
解 ” 按 42"”， 可 有 | 
- 3 (—1)5'^*-2(- 
ZU z = — — И Eo 
[X (z)]=— z+- — 


" 2'**42.2 2 


Pe |I ux AR. 
pile. X c» = 2 + 2 z° 


(z2+2z + 2) (z — 1) ” 
求 Z-1[X(z)] 


МЕ 013°, "DN 
АХ (z)]2 1 (VZ) 2 sin |+ D зл 
9 | 4 
24/2 sin 357. 11 | 
-到 (242sin| Ck + 2 ) $m | 
5 4 
. зл 3 
+ 2/2 sin | (k + 1) 32.3 


= К! asind АЛ. +, 2 cos— 3 Ал 


+ 24/925 ыш — 


一 二 (V 2) | -2со5317 一 2510317 + 2соз3 17} + > 


-i (VD (cos SAT. 2 sin3 A7). 3 
由 读者 用 14?" 及 15" 验 证 这 结果 。 
Bi. Хә) = — XZ^LX (G2 
# 140°, "DH 
ZEX cole жд nc- 1) 
t(k-DEÉC-10 7 
= DIC k? + AG 2 ) 
ну НӨ”, 4°, VREER., 
18. X C2) sztar KZ [X С) 1] 


(z+ 1)? 


АЕ 按 44 ， 可 有 


Z3tX()1- HC +3)Xk+ 22k € DC- D* 
+2(k+2)(k+ 1)k(-1)'"7') 
- iC 1)*-0%+ 7 k+ 6) 
1014 H8°, 4°, VREER, 


- _ 2354-92 š -l 
йз. X (>) = 822, RZ: [X СЮ] 


` 66 . 


解 按 45”， 可 有 
Z^ EX (2)] = Гоа) 1) 2k -1D] . 


- AG +2)+2К] 
+41 -(- 1)**?]+ 2[1 -(-1)*]} 


= 1 вк — - $(- 
; (6k К+ 3)- $C- 1) 
读者 试用 5"，3"，1"， 2 验证 此 结果 。 


10. X (2) = C, 3E, RZUDXG) 


Е z% + 92 z ° 
Ж X (z)= ——Duz.pet 046° ЖН 


Z-1 [X (2)1- (G +2) [1+ (- D'*!3 


+2К[1+6С-1})*7'1} 
一 2- i[1- C- D***1*2E1 -C- D']) 


_ 1 —1)- Ske- Dtr n 
AE 1) z“. 1)* +- 1)* 
由 读者 用 1"，2?"，3?"，4" 验 证 此 结果 


Х(г)= 200428 
Bil. Х (2) = ту (2+1) (2-9) ° 


ЖАХ (2)] 
° 67 . 


Е 447°, JA 
ZX (z)]= саана -3 


(1) 2O Dt 1 222 
| 3 


十 
— 12 


3 7 1 | 


y | 23 + 2 = Tx ы а" T 
I = í DA 1 X 


ARS N49, а= 0, b= 1, с= 0, d=2, a=- 1, 
р= 1, р= 2, p = 3nu/4, 


Z-rX (z)]= -1 Q/2)'^ 8 + 2)c0s 


x| c + 1) 37. | ezkcos | CR -DË || 


+1 (V3)'{2 sin| (К +2) 3л |+ asia Кл | 
2 Y 4 4 
= - VD - 2 ^2 k cos Зіл 


一 2 v 2 (cos BAT tsin зіл) 


1 P | 3kx . ak ! 
+ 一 ~ S." 4 — 
° (4/2) 2co 1 2sin i 


= (v 20 (keos лл *2sin3 UT) 
验证 ， 由 24"，15"， 可 有 


z (v2 y (keos са + 2sin 317 ) | 


-ZZ (z+ 2)-4z* 2 z 
(#®+2= + 2)? z2+2z + 2 
z3 + 2 z 


(Z22222 42) 


- z3 + 22 
Wis. А (z) = (z2+2z> +2)(z —1)2” 
sZ [X (2z)] 


AE X505, а= 0, b= 1, e= 0, d=? 
а= -1, B=1, y=1 p= 2, 9= 3z/ 4. 


ZopX ()]J= Д qz) 2sin ЗАЛ. 
T 2sin| Ck — 2) it 
一 3 (Мз) f 2sin С + 1) 3л | 
+ 2sin| Ck ~ 1) iz 
tog Чаап ва) 37 
十 25108071, Lp 2 +20) —4.29_ 


29 


69 >» 


3k mx m) 
4 + 4cos w 


2 | PVC . Кл 
t =E VT) ( 4 sin ES д 
+ 2) эк) 
+ _1—(15К-2) 

25 


3k 3kz 
-— (VE) (Tsin 17 i + cos ——— ud 


1 
+ ЭБ (15К 
ШУ. 4#14°, 15°, 3°, 1°, "DH 
2 t PELLEN 3k 
z| J: G/2)( Tsin 327 COS 1 кл) 
1 | 
——— — 2 
T 15 aSk ) | 
-2 [1z aE) 


25 | z? «422 42. z)2242 — 


15 z 2 z 


+ 25 (z- 1) 25 z-1 


LABEM + -二 22+17 | 
| 95 \ z? -2z *2 (z — 1 )° 


2 2%+2) — 
 (z2+2z +2)(z — 1° 


70 


š 11 HZAETABET EG m 
项 的 常 系数 线性 差分 方程 


和 元 考察 一 阶 差分 方程 

x(kT-+T)+axÇkT)= 0 | (11.1) 
Epa 为 常数 《与 上 无关) . PRECES. COH 

Z[x(kT+T)]+aZ[x(KT)]=0 (11.2) 


"BZEx(KT)]2 XX(z)， 则 由 $5 性 质 ( 三 》 的 第 二 条 ， 有 
ZLEx(RT - T)] 2 zLXCz)5 - x(0)J 

代入 (11.2)， 可 得 —— 

z[X(z)- x(0)]+a X(z)= 0 

由 此 解 得 и 


X(z)=x(0) +Z 


536°, HH##x(KT)= x(0)(-—- а)" | 
(4 = 0 应 有 (4) = БЕ 12,2 ) 
得 于 x(0) 可 为 任意 值 ， 改 写 C = хоў 
x(KT»2 СС-а)“ 
和 CC 的 任意 性 ， 这 包括 原 给 方程 的 全 部 解 。 称 此 为 所 考察 的 
一 阶 莽 分 方程 (11.1) 的 通 解 。 
再 看 不 带 右 端 项 的 二 阶 常 系数 线性 差分 方程 
x(KT * 2T) c ax(KT & T) c bxCKT)-70 (11.3) 


. 71 > 


其 中 4 及 5 为 常数 (与 上 无关) 。 取 变换， 并 用 8$5 性 质 ( 二 > 
的 第 二 式 ， 可 有 
х Х (2) ~ x(0) - x(T)z `! l+az[ X (=) 
- x(0)]+bX(z)= 0 | 
(z22+ az +b)X(z)= x(0)z=“”+[(x(T)>+ a x(0)]z 
x(0)z* +[x(T)+ ax(0)1z 


X(z)- 224 az 4b (11.82 
(1 ) 设 “+a+z=0 有 两 个 不 等 根 c， 朋 ， 则 可 有 
ау 20002 € Ex(T) + axQ0)1z 

А2) = (z — а) (= — В) 


查 续 表 38"， 可 得 (11.3) 的 解 : 


0)Coa*™ -Д#°°1)+[х(Ту+ах(0)] Cat- 5B). 
сокту = OCAT - PP) e LCD) t arco) Cot 85. 
(11.4) 

此 为 带 初 始 条 件 x(0) 及 x(T) 之 解 。(11.4) 可 写成 
x(T)+ x(0 Cara) q 

а — В 

x( D) + х(0) (B +a) „, 
-ap P 


由 于 x(0? 及 Y(7 7 可 为 任意 值 ， 且 a 关 5， 我 们 可 改写 
C = х(Ту+ х(0) (а +a) 
1 一 a — В 


xCT) * x COXCB + a) 
a- В 
从 而 得 (11.3) 的 解 ， 即 xCKT+2T)~ (a+ Bo x CKT € T) 
+аб8х(КТ)у= 0 之 解 为 ; 
` 72 


k 


x(ĘT) = 


C, =- 


х‹КТ)у= С, af + C, В" (11.55 ` 
其 中 Ci 及 C; 为 任意 常数 。 由 于 此 包括 (11.3) 的 爹 部 解 ， 称 
(11.5) 为 (11.3) 的 通 解 。 


( 如 果 B o ma LER a) 
СО вас +b=0 жуни, C 
а+]В = p(cosgo + jsing) 


| x€0Oz? -[x(T) +ах(0) 12 
pij X (z) = (z — a)? + f? 


查 续 表 39 "可 得 (11.3) 的 解 ， 即 
x(k T £2T)- 2ü0x(k T T) + Co? + B)x(ORT)2 0 
的 解 ， | 
1 


х(КТ) = —g- p'ixCoDpsinCk + Dot СХС) 


+ах(0) 15110] (11.6) 


其 中 o= Za: + В, сѕор= a/p, ѕіпр= B/p 此 为 带 初始 值 
x(0) 及 x(T) 的 解 。 显 然 ，(11.6) 可 号 成 
х(КТ) = p*CC; coskg + C,sinky) (11,7) - 
其 中 C1 及 C, 为 任意 常数 ， 此 为 通 解 。 
(iii) 设 2?+az +b= 0 Жр а, о, Д] 
xq) 2002 8007 азо? 


查 续 表 37 "得 (11.3) 的 解 ， 即 
xC(kT 427) - 2axC HT € T) + a^ xCK T) = 0 


TOKER GD 中 的 a 和 (i) фо, ВВ 
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的 解 : xCKT)= xCOXCK + D a* Ex CT) c axC0)1K at 
(11.8) 


ха a= omh aoo E [ТЇ о. 


X a--2aff(11.8) 是 带 初 始 值 x(0) 及 x(T) 的 解 。 显 然 
《11.8) 可 写成 
ХКТ) = а С, +C, k) (11.9) 
ШС, KC, 与 无 关 ， 此 为 通 解 。 | 
с RAMRAO), x(T) 的 解 ，(11.4), (1,60, (11.8) 
形式 较 繁 ， 不 必 作 为 公式 强 记 ， 可 用 z 变换 解 得 。 至 于 通 解 
《11.5),，《11.7)，(11.9) 形 式 较 简 捷 ， 可 按 方 程 
r*+ar+b= 0 
PIR: Ci), a,B,CGDp(cosp tjsing), Cii) a, a, EHE 
写 出 。 这 些 通 解 的 结构 类 似 于 微分 方程 
d?x d x | 
Та js tbx-0 
的 通 解 的 结构 。 

如 果 不 用 > 变换 ， 则 可 用 试验 法 先 求 (11.3) 的 通 解 ， 然 
后 再 求 具 初始 值 x(0) ，x(T) 的 解 。 用 试验 法 求 通 解 要 用 到 
解 的 线性 性 质 ， 即 ， 如 果 xCKT) 为 (11.3) 的 解 , 则 CxCET》 
也 是 (11.3) 的 解 (c 为 常数 ); 又 如 果 x1CKT) 及 x,《KT) 均 为 
《11.3) 的 解 ， hu (xi t x,)XKT) = x (KT) + x, ( k T')4 82 
《11.3) 的 解 。 这 两 条 性 质证 明 较 易 ， 留 给 读者 自己 去 完成 。 
所 谓 试验 法 乃 是 设 (11.3) 有 如 7 “形式 的 解 ，r 为 待定 常数 。 
JA'L DAIT), Art ar! e br*-0, Вр 


r'(r? +ar+b)= 0 
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称 r?+ar+b= 0 (11.10) 
为 辅助 方程 。 
车 (11.10) 有 两 不 等 根 ，4 志 B68， 则 a* 及 B* 均 为 (11.3) 的 
解 ” 由 解 的 线性 性 质 ， 可 见 
| x(kT)y= C, at + C, p* 
为 (11.3) 的 解 。 此 与 (11.5) 相 同 ， 即 为 通 解 。 福 意 ， кар, PA 
根 中 有 一 根 为 0， 例 如 8 = 0 a0) , ЯЖ 


. RR — 1, 在 к= 0 
Ке ОЕ А2128, 


211.10) Bid S8 Ropet", Wi o*e*5*35979C11.3) 
的 解 ， 故 由 解 的 线性 性 质 ， 可 见 


3 pte’ ke 4- ec ihe) = p*coskqe 


及 ppm eite)» p'sinkg 
均 为 (11.3) 的 解 ， 从 而 
xCKT) = p*(C, cosko + C,sinkg) 
为 (11.3) 的 解 ， 此 与 (11.7) 同 ， 故 为 通 解 。 
An& 11.1008 PRAE а, о, Ша‘ Са th)" |, 
为 (11.3) 的 解 ， 由 线性 性 质 ， 可 见 


)k— g^ 
a EDITE ра 


h = O 


为 (11.3) 的 解 ， 故 按 线 性 性 质 ， 可 见 
x(X T) = С, a^ c С, Қа a*(C, +С, К) 
为 (11.3) 的 解 。 此 与 (11.9) 相 同 ， 故 为 通 解 。 但 应 注意 在 


а= 0 时 ， 须 取 a*= (PE КТО а. 


ATAR, BAA23988 х(0) = x, K x(T )= xi 的 解 可 由 
下 法 得 出 。 即 以 上 = 0, x(KT)= xo k=1, x(kKT)= xi 两 条 
件 分 列 代 入 通 解 ， 得 两 个 以 C1 .C; 为 未 知 数 的 一 次 方程 ， 解 
出 C1、C; 再 代 回 通 解 ， 即 得 所 要 求 的 解 。 

最 后 讨论 不 带 右 六 项 的 7 阶 常 系数 线性 差分 方程 : 

a x(kT+nl)+a x(kT -nT — T) ca, x (kT + T) 
+ a,x(kT)=0 
我 们 兼用 = 变换 及 试验 法 解 此 方程 。 
施用 = 变换 于 (11.11) 的 各 项 ， 可 有 | 
ayz^( X (z)— x(0)— x(T)z “1 – — x(nT 


(11.11) 


-T)gm "Ub; 
--a,z" iX (z)— x(0)— xCT)z^l—- — x(nT 


-2T)z'U) = 0 
-中 [和 j 


| 


* 0, Z {X (2 - x(0)—- xCDz7!) 
*a,42(X (z)- x0) *a,X (=) 
Яр | 
(aoz? +a Z"! + +a,- 12 +a,)X (2) 
=b z" +b,zn"l ++ + bn", 
_  bz+b, zl pen +b,2 | 
XG) = veau Hetan- +a, (11.12) 
其 中 b, = a x(0) 
b; = agx(T) a, xC0) 
=a X(2T) - a,x(T) +а; x(0) 
Б = a,x(nT - 2T) & a x(nT = 3T) ++ + a,-a x (0) 
` 76 ` 


|| bax nT- Гужа x(nl- 2T)+- + a,-,í x0) 

MEAE, БАТЫЛ (z)/z 分 为 部 分 分 式 然 后 查 表 ， 或 把 
Хх) ЕН, ЖЩ C11.12) Б, ИЗА 
HB XxCO, ХГ), +, nT -THR Eb bts 
Ь„}&х(0), х(Т), + x(nT- ТВА, 

112518 —^r РИНЕН. MOL 1222 E BE де Л 
相等 ， 设 为 aly aa 为 简单 起 见 ， 取 au = 1, R 


b ж" + b, gz"! +e +b, 2 


*O)7 Сш ae aC ал) 
Cais 05, pp GT VG Av AE) 
分 为 部 分 分 式 ， 可 有 
| Cuz Cz С _ 
А (2) = ж-а, z-a, Ut z-a 
RP C. = руат +b, ai +... +b, 
О (G, — a,)(G ,— Q.) (G, — Q n) 
C 2 bia: + б, атт. b, 
“(а-а )(а, — a) (05 — а) 
C. __ al €ba dE EL xb. 0 


(а, "тар, — 05)** «а, Zag | 
OT) C, a! 4C, as +e +C? (11.13) 


EE: жа, аз, s oa, 中 有 一 个 为 0， 例 如 ci= 0 (其 
TAPA _ [1,{ЕК=0 
他 当然 均 不 为 0 )， 我 们 应 取 af = (Е 0, 
我 们 再 考虑 另 一 个 特殊 情形 ， 即 (11.12) 分 母 的 ?个 根 全 


Ф 71 ° 


相等 为 Q o 仍 取 a0 = 1, bil | 
b izn"+b zn" + s +b, z 


X (z)= (z— а)" 


所 求 之 解 为 
x(kKT)2res(z*^! X (z)) 


ОТЕМ +b ,z8t" 2 +a. +b, Z° 


= 165 (z — а)" 
вене ets жен 
ü СЕЛ (b, Ck +n- DO; + n- 2) + 1а 


+b, (K +n-2)XXk +п—3) Ка! 


tb.kOR—1):-(k-n-2)a*7'!J 
花 插 号 中 每 项 均 (n - DAR k 的 一 次 式 ATF, ERER 
积 ， 并 按 丰 的 升 医 排 列 ， 并 假定 аз 0 ， 可 见 上 式 能 化 成 下 
列 形式 m Е 
x(kT)= a*(C, + C, E +++ С") (11.14) 
其 中 C1 Cat С, БКЭ, АЕР, ，b;，…,b,， 的 线性 合 
并 ， 因 而 是 x(0),，x(T)， … xaT 一 耳 ) 的 线性 合并 。 (11.14) 
即 为 所 求 之 解 。 不 要 把 (11.14) 中 的 CC 和 (11.13) 中 
的 C1 ，…,C, 相 混淆 。 注 意 (11.13) 及 (11.14) 既 是 具 有 初始 
{&х(0), x(T),…, x(nT -THR LEDR. 
ka= 0 ， 则 原 差 分 方程 成 为 XCKT +nT)=0, 并 且 
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b, z"-b,z" +060, 5 


Х (2) = 
b, b |. 
= b, + + it. + 


ЖхОКТу= Z-![X (z)] 
= X (zh f 58 E Л ДИР z 的 系数 


b, b b x RMEXIXCO, xCT), 7, ХОТ - T), 
为 了 得 出 (11.11) 的 通 解 ， 用 试验 法 更 方便 。 设 (11. 1D 
有 如 所 形式 之 解 ， 7 为 常数 。 以 7* 代 (11.11D) 中 的 x(KT), 
从 而 以 r*,…,r" "分 别 代 (11.11) 中 的 xCIT € T), +: 
XKT +nT)， 消 去 r*， 可 得 | 
agr" tar! à 4eea..r-a,-20 (11.15) 


称 此 为 辅助 方程 。 对 于 (11.15) 的 一 个 单 根 a， 可 有 (11.11) 


的 解 Ci, # a = 0, 则 应 有 wx#= E: T | 
对 于 (11.15) H-I ЖЖ 5 B9 3 Wer oett, Df 
《11.11) 的 解 : p*(C, cosko + C,sinkg), 


对 于 C11,15) 的 二 和 恒 根 9, о, С, 8: 为 (11,11) 的 解 外 ， 
(a[Ca +h)*— a*]/h) |, = Как 应 为 (11.11) 的 解 ， 从 而 
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(11.11) 必 有 解 C5C + C; ED, 
对 于 (11,15) 的 三 重 根 9, а, а, о“, ka 75 CLLL YTDBSARE 
外 ， 我 们 还 能 证 X04: 也 是 (11.11) 的 解 。 事 实 上 ,把 第 一 、 第 
二 两 a 当 作 二 重 根 ， 我 们 有 人 解 Xa:， 而 把 第 一 、 第 三 两 a 作 
为 二 重 根 ， 我 们 应 有 АКСО FI) 《其 中 h=0)， 改 企 “为 
三 重 根 的 情况 下 ， 我 们 应 有 (11.11) 的 解 
"EAS m ka’ 
NEM AMEN AMEN 一 ktat 
、 所 以 在 0 为 三 重 根 时 ， (i. 11Y8 BE 6 CC, +G, k + C E), 
依 此 下 推 ,…， 结果 与 (11.14) 一 致 。 
ZO1.158 —4 —Á RIJEXER peti, petit, Wu 
p*EXCC, +С, К)соѕкр + (С, + С, E)sinko] 
为 (11. 11) 的 解 。 
把 相应 于 (11.15) 的 各 不 同根 的 解 加 起 来 ， 即 得 通 解 
(共有 7 个 任意 常数 ) 。 
有 了 通 解 ， 满 足 急 始 条 件 
x(0)= x, x(T)= xy, x(2T)- Xato, xn - T) = х, 
的 特 解 可 由 下 法 得 出 。 即 把 此 条 件 代 入 通 解 中 ， 我 们 可 有 一 
组 ?个 以 ?个 任意 常数 为 未 知 数 的 一 次 方程 ， 解 出 这 些 常 数 ，， 
再 代 回 证 解 ， 即 得 所 要 求 的 特 解 。 
下 面 我 们 举 几 个 数字 例子 。 
fj1. x(kT'+2Ty+3x(kT+T)+2x(kT)=0 ` 
x(0)=1 x(T)=2 
求 特 解 。 
AE ”运用 zz 变换 于 原 给 方程 的 每 一 项 ， 可 有 
2[х‹(КТ+?Т)1+32[ х(КТ+Т)]+2?7[х(КТ)у]= 0 
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BB z'DX(z)-1-2z-J43z[X(z)-1142X (а)= 0 
th iba 


. 2 +T5% _  z'45z 
А (=) = z^-3z 2 (5+1) (2 +2) 


查 续 表 38" 得 反 z 变换 
x(kT)=(-1 “1 — (— 2)*! 4+5(- 1): — 5( — 2»* 
-4(-1)!-3(-2)' MARERE. 
另 解 。 辅 助 方程 为 "2 +3r+2=0, 两 根 为 -1 - 2, кой 
AUS  xXT)-C, C Do C C-2» 
x(0)=1 则 1=С, +С, 
х(Т)=2 则 2=-C,-2C, 
出 此 解 得 C, =4,С, = — 3, 所 求 特 解 为 
x(kT»-4€-1)*-3C€-2»* IE, 
例 2， х(КТ+2Т)+4х(КТ+Ту+4х(КТу= 0 
x(0-1 x(T)=2 REM 
解 УУ, пр 
ZX (х) 1- 257:1+42[Х (5) -11+4Х (х) = 0 
П Сад +4) Х (2) = 224662 
2 
TÆ X (2) = (s Ly 
dE5E 2:37", x(kT)= (k +1)X—2)* +6k(— 2)! 
Ш x(kT)=(-2)'(-2k+1) 即 为 所 求 。 | 
另 解 ， 辅 助 方程 为 "” + 4r + 4 = 0, 两 根 相等 为 ~2, - 2 
故 通 解 为 xXCKT)= 《~2)*《C, +С,К)„ xO = 1, x(T) = 
2 代入 之 ， 可 有 1= Li，2= 一 2《C1 +6,), НЕС, = 1， 
C, = -2, 特 解 为 XCET) = (2) (1-20) 


ЯЗ. XCKT € 2D) c AxCKT + T) +5х0КТ) = 0 
x C0) = 1, x(T)=2, 求 特 解 。 


解 Д z 变换 ， 可 有 
УХ (2) 1—22-1]J+4z[X(z)— 11+5X (z) = 
г» 2. 2 
X(z)- z" + 6z z*46z 


z + AZ +5 - (= +2)*+1 


#4#:#39°, х(КТу= (0 5) [М 5sin(k + 1)p+6sinky] 


其 中 cosp= – 2/4 5, sing = 1/v/5, 9-7 —arctg(1/2) 
上 式 易 化 成 


ame cris [sno (- 25) 
AA — | | 
+ cosKg (7)! *6sinke| = (4/5)'(coskg + 4sinE o» 
HI 5 Brock. 
D 辅助 方程 为 rT” + 47 + 5= 0, BERA- 2tj-4 5 


(coso t Ј51п0) 
其 中 cosp--2/// 5, sing=1/V 5, e= zx - arcteC1/2) 


Bal x (k T' 3 =( 5 *(C, cosko + C,sinko) 
x(0 ) = 1, 则 1 = С, 


x(T) 22,8 25v 5(- 6 eO ) 
于 是 C,-1, Съ = 4 特 解 为 


x(kT)= (V 5)*(со5Кр+45їпКф) 
BNA., XCKT +4T)+4x(KT +3Т) +6хСКТ € 27) 
+4Ax(kT+T)>+x(kT)y= 0 Жа, 
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解 ” 辅 相 方 程 为 *4 qari +6r2+4r+1= 0 BB 
《r + 1)“= 0， 四 根 相等 为 ~ 1, -1l, -lb -1 通 解 为 
x(KT)2 C- D'(CC, +С, + C,k* +С, КЗ) 
H z 变换 ， 须 查 续 表 44"。 
B5. x(kT -3T) + x(kT -2T) + x(kT + T) 
+ х(К Г) = 0 | 
| x(0-1, x(T) «2, x@T)=3 Ж 
解 取 = 变 换 可 有 
z3[X (2) - 1-2z-1 — 3z 27] 
+z2[X (2)-1-2z7!] 
+z[X (=)-1]+КХ (z)= 0 
(z?^rz*-z4-DX(z)-2z?-3z'-6z 


z3 + 3>*+6z 


А (20) = iF (€Z + D 
查 续 表 43 ”， 
m ifo [KI л ‚Кл 
х(КТ) = sin( ° e) * 3sin 2 
nf 50 0M Lf (== 2л 
+ 6sin[ 2 - 3) *z pin 2 + 2 
E 3sin( x 十 2)* 6s1n іт ! 


十 7- D'Q- 346) 


-fos „зш - соз E] 
= {соз 2 十 3sin 2 6cos 9 
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if , ka kn v 
+ 7 [- sin 7 + 3с05 7 + 65$1п > Í 
+2(—1)* 


=2(—1)* +4sin л - cos t7 即 为 所 求 。 


эй Ый т +r+IT= 0, 即 


(r*DG *D-20,2H3À-1, #£j=cos$ £jsiny 


通 解 为 
«(КТ) = C, C De+Cacos = + Casin 7 
求 特 解 。 


x(0)=1 W| 1=C, +C, 

x(T)=2 则 2= — C, +C, 

xCT)=3 B з=С,-С, 
HEREC, =2, C, = — 1, C4 =4 特 解 为 


x(kKT) = 2(- D*—- cos 7 + Asin x 


116. x(kT+3T)+ x(k1)= 0 | 
x(021,x(7)-2,xQT) =3 求 特 解 。 


Ж ШР, JA 
z3[ X (g) -1—2z"-1 —3z-2]J+ X (2) = 0 


X( ) = 23+222+3g _ z?-2z?-83z 
ud 2 1 © (z--D(z*-z-4D 
dr£k 643^, 可 有 
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2 1f. ҮК 2 2 
Ta! 3 51П 3 十 3 
十 2sin( л + +) + 3sin #7 | 


3⁄3 | 

t 2sin Py 十 (sin tT -- V B cos T.) 

- $sin P X. OS {л 

十 (5 Am Y cos $7 -+ 12—17 | 
tC D' 

sog m net) 

£C D' 

in + nos: 十 C D' 
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PR., 辅助 方程 为 rs 1-0, Hi 
| (r*DG*- -+1)=0 


ч --— 


—unul..v3 л. .. X 

三 根 为 2 ti -cosQijsiny, -1 
Кл 
3 


X MU x COT) = С, (~ D*+ C,cos + C,sin et 


x(0)=1, ЩЩ 1= C, +С, 


x(T)22, | 2= — С, + +C, + МЗС, 
v3 


z C: 


xQT)-3, M 320,750, * 


2 1 Б 
由 此 解 出 C01 = 30:7 y >C, = 7 


FFEA (KT) -icp +2 соз л + sin л 
例 7 x(KT+3T)-2x(kT +2T)-4x(kT + T) 
+8x(kT)>= 0 
x(0) =1,x(T)= —1,х(2Т)у=2 求 特 解 。 
A NUES, A 
z3[X (g) -1+z"! -227]-2z'DX (2) 2-1 71] 
-4z[X (2) -1148X (2)- 0 
B) (2-25? - 42 +8) Х (z) = 2° — 32 


z3 — 322 ELA 
(0) = 957 A 48 (z-2)(z2) 
3:2 3x41, 可 得 
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YT) = LE 222! -3 c 1024] 


1 
-1542* 7 - C-2)!**]- g[2'*! 
-C-2)'!*1]) 
_ 1 kok 1 k š 
= 0-02 + 2 )-:5{-2х2 -10(-2) } 


= рК, + 
AM ”辅助 方程 为 
r` .-2r* — Ar + 8= 0 
НП (т – 2)? (7+2) = 0 
三 根 为 2,2， -2 通 解 为 
x(k P) = С, С 2)" - 2*(C, + С,К) 
x(0 -1 RH 1= C, +С, 
x(T)2 -1 则 -1= -2C, «2C, «2C, 
x(27)-23 B| 2-4C, +46, +86, 


5 
2 + 976 2) 


5 + 3 1 
由 此 解 出 Ci EE C, = g? С, = 74 


KRA GT) = Ec- ni $t cope | 


P 3. x(kT E AT) + x(kT £ 3T) + xCKT + T) 
+х(КТу= 0 | 
x(0.21, x(T)=2, ХОТ) = -1, x(3T)=3, Ж 
ЖЕ. 
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Ж 取 > 变 换 ， 可 有 
Z*EX(z)-1-2z^-^z^?-3z^?] 
+ z3[ X(2z)-1-2z^!c-z^7?] | 
+z[ XX2) -1] Х(#)=0 
Bp (Zzt+z2+z+]) X(z2) = 5 635° +2 32 
由 此 得 


X (z) = 2 十 32 十 2 十 32 2 二 32 +Z + 


z'tz*-z41  (z2—z +1)(z +1)? 


V 3 
2 


| О 1 
查 续 表 50 ,a 71,573,071, 23,47, В = 


9 


у= ~ 1,р= 1,ф= л/3, (у – а)? + B? =3, | 


„ Ал . (kz лү 
+sin- = + 3sin( 3 -3)l 


2 ‚ (Кл ‚(Кл 2л 
ко sin( 3 + z ) + 3sin( 3 +) 


{Кл л . kz" 
+ sin (1 + 3)+3sin 3 | 


+24 - D'ECGc +3) -305 +2) + (k + D -3k] 


3 1 | _ 
+2 7 g C pD'r-173-1-43 


£C D'(2-4R5 


即 为 所 求 。 化 简 时 用 到 两 角 和 差 的 正弦 公式 。 
另 解 ， 辅 助 方程 为 rT“ +7 +r+l= 0 
HI (+10) (+10) = 0: 亦 即 (r —r + 1)(r +° = 0 
v8 


л 
四 根 为 Lj V cosg + jsins, —1,—1 


故 通 解 为 xCKT)= (- D'C; + C, k) + C, cos- 


+ Csin —— 
4 3 


x(0) =1 则 1=C+Cs 


x(2T)= -1 MJ -1=C, +26, 50 + Мз 
x(37)-3 Wj 3= - С, - 3С, – Сз 
2 4 1 7 
由 此 解 得 С, Tg? C, = 75» Сз 一 3， C, - 8v 3， 


特 解 为 zf 67 »($ -$k )+ Iss | 


+ 一 sin Кл 
3/3 3 
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C, . 


š 12 EE JU] — H ARX 
线性 差分 方程 的 解 


我 们 先 解 一 阶 方程 

x(KT+T)+ax(KT)= f (КГ) (12.1) 
єз а 为 常数 ОАЖ) , FOU XD IC, 

” 取 z 变换 并 利用 $5 性 质 (三 ) 的 第 二 式 ， 有 

ZEX (z) — x(0)] + a X (z) = F(z) (12.2) 
ЖХ (2) = АСхСКТ)] F(z)= ZUf KT] 
现 (12.2) 可 化 成 
(z +a) X (z) = z x(0) + F(z) 


2 2) = Z gp 
由 此 得 X= х(0)у-——+————Е(‹>=) (12.3) 


z 
9% -~ -ayt 
H 22 ' “+a -Z[(-a)5'], X 
1 = Í 2 一 2 
-i= (1-а + az ?~ 
+ (=a) tg ttig e.) 
=z7"”!—az +a a 
x Z | 1 ] (um 在 A23 
z+a 0, 在 k=0 
(一 0) {Е К 之 1 


| (12.4) 
0, 在 k = 0 


ЕБ GT) -1 
Ld 
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© 


则 LLL -ZDGT) 


2 


注意 : .这 结果 也 可 直接 从 一 一 一 = ZECO- a) BERE 8500 
(=) 的 第 一 式 得 出 (= D, | 


于 是 (12、3) 可 写成 
X (2) = x(0)Z[( —a)*]+ ZEe(CT) 2ZE f (£723 
| | (12.5) 
根据 85 性 质 ( 五 ) 有 


ZLe (ET) ZE f (T) ] 2 ZL Co є CK T2] 
= ФСО) f KT) € e(T) f KT - T) € e(2T) J (KT - 2T) 
: +С T) f 000 ] | 
=Z[/f(kT-T)—-af(KT-2T)+--- + ( — a)*"1 f (0)J 
代入 (12.5) 然 后 取 反 > 变换 ， 可 得 
xCK T) = х0) (- а)" + (f£(0C-a)5*! + СГ) (а) + 
af (kT-2T) +f T-T) ` (12.6) 
这 就 是 所 要 求 的 解 。 根 据 x(0) BS fE 3E ВЕ, (12.60 就 是 
《12.1) 的 通 解 。(12.6) 右 端 第 一 项 x(0)(- a)* 是 不 带 右 总 项 
的 方程 | | 
x(kT+T)+ax(kT)= 0 (12.7) 
的 通 解 ， 也 称 方程 (12. 1) 的 补 函 数 。(12.6) 右 端 括号 中 之 式 
是 (12.1) 的 一 个 特 解 ， 即 | 
通 解 = 补 函数 + 特 解 
这 对 带 右 端 项 的 高 阶 差 分 方程 也 成 立 。 
方程 (12 .1) 的 解 (12.67 也 可 由 递 推 法 得 出 如 下 
用 递 推 法 求 补 函数 即 求 不 带 右 端 项 的 方程 (12.7) 的 通 解 
e 01 " 


在 $2 中 已 有 例 示 ， 这 里 不 再 重复 。 我 们 来 用 递 推 法 求 (12 .1) 
的 特 解 。 于 (12.1)? 中 令 5 = 0, 可 有 
x(T)-ax(0-2fc)») 
即 是 所 求 特 解 。 为 简单 起 见 , 取 x*(0) 20, Aix(T) = f (0) 
T(12.DrBERK = 1,88 x G2T)+ax(T) = СГ) 
从 而 x@T)>=(- a )/(0 + / (T 
= (12.0950 =2, 有 x(3T) нахот) = f QT) 
从 而 x(3T)=(-a)2f (0) +(-—a)/f T) + f QT) 
依 此 下 推 ， 我 们 可 归纳 得 | 
x(KT) = (- a)! f(0 + C7 a)** f (D) + 
+(—-a)f(kT -27T) + f 5T - T) 
Jü HH (12.1) 
x(kT+T)=(— a)x(kT)+ f (KT) 
JB Bru SHAB x (KT) AZ, Ж 
х(КТ+Ту=(—а)*] (00 + (- a) f T) +++ 
(C7 a) f CK T — Гә + f CK D) 
xxu E PTUHZAI ES x (K T) AGRIS, EA K 1A k, AAE 
各 完成 。 


在 上 面 ， 我 们 用 85 性 质 〈 五 ) 得 出 乘积 一 “一 FH 


TT 


F z 变换 。 但 对 于 具体 的 函数 F(z) 亦 可 查 表 或 用 留 数 法 或 
用 负 守 级 数 法 直接 求 PCz)/(z + a) 的 反 z 变换 以 得 特 解 。 
我 们 举 几 个 例子 
例 1 . XT € T) t ax (KT) =b, 4a 及 b 均 为 常数 。 
解 ” 这 里 f (KT) =5, 代 入 (12.6) 得 解 2 
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х(КТ) = x 0 C7 a)* - b(C— a)! + (7 a*? 
tet6-a)41j 


da == — 1, 则 此 可 化 成 
-(-a)* 


x (KT) = x0) C- a)*4 b! 22 


| р р 
| xw- 4 ez l +a 


b 
| =(С(-а)*+ J +a (12.8) 
K'hC-2x(0-5/ü-a) # a--1 则 有 
x (KT) = x (0) + bi (12.9) 


如 果 不 用 (12.6) 而 直接 按 原 方 程 取 z 变换 ， 并 注意 
Z[b]=bz/(z-1 则 (12.3) 成 为 


z bz 
X (2)=x(0)-+ T (TD +a) 
Жаз - 1, MER K38°, 取 反 > 变换 ， 可 得 解 
| Бгу с пук 
х(ҚТ) = r(C- а + 71-0427 
， b 
= C(— а)“ + 14a 
结果 与 (12.8) 相 同 。 
z bx ` 
#a=-1, ША (z) = x(07—1 + (z 1 
碍 续 表 36 , 377, = х(КТ) = х(0) t bk, 


结果 与 (12.9) 相 同 。 
我 们 看 到 ， 后 面 的 方法 有 一 个 优点 ， 就 是 不 需要 把 一 个 
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级 数 的 大 项 之 和 化 为 封闭 式 。 
12. xCKT c T) c ax(kT) = ҚТ 
AR wHfYC(KT)=kT 代入 (12.6) 得 解 
XKT)= х0) - а) tT{C— ау? -2(— а)" +... 
+ (0—2) (0-а) + Ck — DD) (12.10) 
我 们 按 e 关 -1 及 a = -~ 1 两 种 情形 把 (12.10) 右 端 花 括号 
中 的 却 子 变 为 封 几 式 。 看 c 兰 -1， 则 写 
S=(k-1)+(k~2)(~a) + +2(- а) + (C- a) 
T ИН С, 
(-a)S-(k-1(-a)v-43(—-2a)3 ` 
*2(- a)? + (= a)! 


PA XX 2 In ЖЕ ДНЯ 
(1*a)S-k-1-(-a)-:—-(-a)*? 
—-(-a)*?-(-a)**! 
1-C-2)* 
=k- ] +a 
s= k _ 1 + (~ а)* 


1 +а (1+а)? (l+ a) 
代入 (12.10) 得 通 解 ` 


х(КТ)=С(—-а)* + T 


Ik ___1__ 
1+а (+a) 
其 中 C = x(0) +T/G + a) 
若 4a = 一 1， 则 (12.10) 成 为 
x(kT)= x(0) + T(13-24- + (k —2) + (k — 1) 
= x(0) +T k(k — 1) /2) 
ЖЖ x(kT+T)-x(kT)=KkT 的 解 


. 94 ° 


(12.10) ” 


另 解 ” 施 用 > 变换 于 所 给 方程 ， 注 意 
Z[ET]-2Tz/(z-1)» 
Ji C12. ROMERO. 


2 
А G)-x(Q TT КЕ кеу (Еа) (12.11) 


Жа -1. Ш 41° ар 


— í k 
2 eero] iesc des 0242 
按 (12.11) Rt be z Ж F JE A JH (02.12) 即 得 解 如 上 之 
(12.10)  。 注 意 这 里 的 (12.12)? 恰 好 是 EI 的 和 S。 因 此 、 
这 里 不 需要 繁杂 的 求 和 工作 。 | 
жа = 一 1, 则 (12. IDRA 
K(2)2x(0— +T Оу © (12.13) 


查 续 表 40 得 "Ee 的 解 
x(k'T) 2 x (0 +T'k (k — 1) /2 
13. x(KT - T) - axC(K T) = (КТ)? 
AR ХҤШ/(КТУ=(КТ)%, {КА (12.6) BR 
ХКТ) 2 x 0 C7 a)*- T? {C~ а)  4(— а) +... 
+ (K 2) - a) +(К-1)°} (12.14) 
我 们 把 花 括号 中 之 式 化 成 封闭 形 。 设 
Sz(k-D'-(-2)x-(k-3)x* vix? 
(x= —a) 
则 xS = (k- 1)2x + (k - 2 2x2 6. 220-2 + xli 
两 式 按 同 医 项 相 减 ， 可 有 
(1-х) 5 = (К = D'-ek- 3)x ~ (2k — 9х - 
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再 乘 以 x， 可 有 

x(-x)Szs(k-1)?x-(Qk-3)x?--— 5x? 
—3x*-l- x 

两 式 按 同 筹 项 相 减 ， 可 见 在 x 六 1 时 ， 

Q-x)'S = (k-?- kx 2x & 2x? e ta 


2(x —- х") 


-(-D'-Exe-——.r—tx 
-ia-s-zpellL- у 
OE 0 02k 0, l+tx _ d*X ., 
М S= x G уз + 1 x) (7-х) * 
(x X1) 


代入 (12.14) 可 有 解 


2 1 — 
“KDC a) tT {+a- ата *as ij 
x (12.15) * 


НС = х (0) - СТ (1 а) /(1+ а) HaX-1 
Ж а= 一 1, 则 (12.14) 成 为 
x(KT) 2 x QO + T? (1-2? - + (K 2)2 + Ck — 122) 
= x(D--T*^EOc- 1) 2K — 1) /6 (12.16) 
此 为 KTT) -xT =T 的 解 。 
另 解 ， 运 用 > 变换 于 所 给 方程 
х(КТ+Ту+ах(КТ)у=(КТ)? 


а 96 . 


并 用 表 5"， 可 有 
zLX (z)— x(0)]+ a X (z) = T2(z2 + z) /(z — 1)? 


| > z + z 
А (2) = х0) tT тушту ге клу 


若 o 闪 -1 查 续 表 45", 取 反 z ВМИ | 


(k+1)k+k(k-1) 
2(1+а) 


(12.17) 


х(КТу = x (0 C7 a) 4 T? | 


o (k+D+k ,Uiz CC) J+[1- (~ a] 
(1+ a)? +a)’ f 
К? 2k 


1+а (l+a)? 


= x(0)(— a)* + T? | 


1-а a — 1 А 
а + ау? + а}? (7a) | 
末端 花 括号 中 之 式 就 是 上 解 中 之 和 5S 。 因 此 ， 这 解法 避免 了 
化 一 个 上 1 项 和 化 成 封 闲 形 的 繁杂 工作 ， 注 意 这 结果 与 
《12.15) 同 。 
若 a = – 1, 012.17) 02) 


z > + z 
X (2) = х (0)—— 71 + Г? PEU О (12.18) 


查 续 表 36 "，44"， 按 (12.,18) 取 反 % 变换 得 方程 
x (KT & T) - x KT) = (КТ)? 
“рр | 
x(KT) 2 x(0) + 了 2 人 (二 1) 天 (一 1) 
+ 天 (一 1)( - 2) }/6 
=x(0)+T?k(k—-1)(2k-1)/6 同 (12.16) 
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例 4 . х(КТ+Ту+ах(КТу=н* 

Ж. РКТ) = py*， 代 入 (12.6) 得 解 

XKT)= xX(0)CG— a)t+{(- a + (а)? +... 
+ He 2 一 GD) 二 HR (12.19) 

Фр ~- a， 此 解 可 化 为 


| u* — (— a)* 
(К 一 — k Р. 
х(КТу=х (0) ( — a)“ + үа 


u 
一 -一 R Y 
CL a) 十 "Eu (12.207 


其 中 C= x(0) - [1/ (u + 2)] 
4: и = – а, (12.19) 2) x 
x KT) = x07 a0^ - kK C— a)! (12.21) 
ХКТ ЪТ) жах(ктТ) = ( — а4)* fg, 
另 解 。 按 原 方 程 取 z 变换 可 有 
z[X (2) - x(0)]+ aX (z) = z/(z — t) 


x _ _ — 7” 
(2) = x(0— 7 +z рус * a) (12.22) 


右上 人 关 ~4， 查 续 表 36 ，38 ， 按 (12.22) 取 反 z 变 换 可 得 解 


kofa k 
x (k T) = x(0)(— a)* га) 


uta 
w 
= x@)- а) а) 
& (12.20) 6, 
фи = – а, (12.22) RA 
X (z) + (ug (12,23) 
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查 续 表 37"， 就 (12.23) 取 反 z 变换 得 解 
x(kT)=x(0)(~ a) +k(- a) 19П1(12,21) 
5. x(kT+T)y+ax(kT)=cos(o@kT) — (12.24) 
УКТ -T) -ay(kT)-sin(ok T) (12.25) 
AR Аш=х+ју, (12.24) +7(12.25) 给 出 


ШКТ -T)-Faw(kT)zeiv*? (12.26) 
7E (2.2008 = 6/974 (012.26 DO f: 
1 | piwkT 
v T) (vo - гет) 00+ eue 


la te TROR T, HEE 
(a *teivt)(a + e-iwTy-g?.-2acosw] +1 
ill ERER | 
| —-jwT 
w (T) =( w0- сотр) 9" 


a? +2acoswT +1 


а? + 2acoswT +i 


分 开 实 部 及 虚 部 即 得 (12. 24) 及 (12.25) 之 解 ， 


а + со5@ Г А 
T) = (00) DT IL TII) ` a) 


acosokT + coso(k - DT 
a?--2acosoT +1 


à *cosoT А 
(oos a*42acosoT + 1 K- a) 


, X 十 cosoT)cosok T *tsinoTsinokT 
а? -2acosoT +1 


| sinu T 
y CKT) =(›‹ 0 ) 十 OF и)“ 
asinok T +sino(k-1)T 
а? + ?асоѕо +1 
| singoli 


rco Io my its g Sa 


a?--2acosol +1 


„^4: + ү cosoT)sinok T -singTcosokT 
a^--2acosoT +1 


另 解 ， 按 (12.24) 及 (12.25) 取 > 变换 并 利用 表 12"、13” 


得 
| (зу ERG coso) _ 
ZCX (g)— x(0)] +a X (z) = z* —2zcosoT +1 
хѕіпо T 
ZLY) - 000) 1+а 7 (2) = ез 3zeosoT +i 
于 是 
z(z-cosoT) 
А (2)= (07V i t(icazcosoT +1)(z + a) 
(12.275 
zsinoTt 
YG)-40 zi * (23-2zcosoT + 1) (z + a) 
(12.285 
查 续 表 43 ,可 有 
7-1 IE 
(z*^— 2zcosoT +1) (z ra). 


_ Sin(o@ KT) ~ coswT sinL w(K — DI] 
H лө (а -2acosoT +1) 


sinoT (a? + 2acosoT +1) 
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(Ca) 《一 — a — cose T) 
а? +2acosoT+1 - 


а. + cosoT)cos (Gk T) 4 sino Tsin(ok T) 
at + 2acosul +1 


(—a)*'(a- cosoT) 


- dH isacosoT al ` (12,29) 


= —-.—  - оча. 


7-4 [ zsino T ] 
^. Lx? —2zcosoT +1) (= +a) 


sinoTsin[o(&- 11] 
-«inof(a? --2acosof +1) 


asinoTsin(ok T) 


—- 1. — -. —. 


sine (а? + ZacosoT + р). | 


( — a)'sinoT ` 
a? -2acosoT +1 


_ (a + соѕоТ)ѕіпсокТ) – sinoT соз (оК T) 
x а? +2acosoT +1 

(— а) “5100 Г | mE 

tat -2acosoT +1 (12.30) 


按 (12.27) 及 (12.28) 分 别 取 反 2 变换 ， 利 用 (12.29) (12.30). 


即 可 得 (12.24) 及 (12.25) 之 解 。 
Иір. Bja?--2acosoT +1 = (acoso T)? sin*oT, 
故 例外 情形 为 sineT = 0, соѕоТ = +1，a= 王 1 此 时 原 
给 方程 为 | | . 
x(kT+T)+x(kT)= +1, 
y(kT cT) £ y(KT) 20. 
它们 的 解 易于 求 出 ， 读 者 可 自行 址 明之 。 
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; 13 带 右 端 项 的 二 阶 常 系数 
线性 差分 方程 的 解 


我 们 来 解 差分 方程 
XCKT -2T) c axCET + T) c bxC(RT) = (KT) 
(13.1) 
И Z 818, арі | 
z'LX (2)- х(0)- x(T)z-!]+az[X(z)—- x( 03] 
tbX(z)-F(z) 
其 中 X(z)=Z[x(kT)] ЕС) = 2 /(КТ)у] 
由 此 可 有 
(z2+ az +b)X (z)= x( 0 )z °? 
+{х(Ту+ах( 0)]# + F(z) 


从 而 
_ 5(0)е"+[х(ТУэ+ах(С0)1# 
X (z)= z*+az+b 
F(z) | 
trilazcb (13.2) 


HŠ118J (11.3^ ) ар, ж 42 ABU E. z 变换 给 出 相应 不 
带 右 端 项 的 方程 的 通 解 ， 即 (13.1) 的 补 函 数 ， 从 而 右 端 第 一 
分 式 的 反 z 变换 给 出 (13.1) 的 一 个 特 解 。 

设 22+ах+р= 0 两 根 为 w， B 

(i) Ж ахд, Ш (13.205 z 变换 ， 可 有 
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x (KT) = С,а*+ C.P zt | si | (13.3) 


z?+az + Б 
其 中 C КС, ж. У 


F(z) _ F (z) 
z2+az-+b (2- a)(z – В) 


1 


Ed 


1 | 
р a F€) - g-gFOD | (13.4) 


2n81289(12.4), 55 


ТЕ К 2 1 


ТЕК = 0 
B 1 Ф021 — Б, 


0 ЕК=0 


g^! 
e TY «| 
| 0 


e GT) =1 


则 (13 .47 可 写成 


F 
DID pn d — "Loi &T)]ZE f CKT)] 


于 是 


| 


— ZLe3C KT)ZLE / CK 0151) 
uUi GT) 
- ZEC FÓCKT)13] 


F(z) 


zy =— gin DT) - (p, * PA CKT)) 


= Сот (KT) + (Тур GT- T) eee 


十 УҚТ ~ Ty CD) + FOE T 29, C0 ) 
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- [C009 CK T) - FCD), (KT - T) -eee 
- РСҚ Т- T) T) - fCKT)9; COD F 


=L S UC Garni pe) + fT) (ait - prot) e 


*tf(RT-2T)(a-B)) (13,5) 
把 (13.5) 代 人 (13.3)， 可 得 (13.1) 的 通 解 
x(kT)= С, а+ C, В" 


togi 00€Ca* – BEI) + 


+ f(T) Cat? pf?) +... + /(КТ—2Т)(а—8)} 
| (13,6) 
我 们 也 可 用 递 推 法 得 出 特 解 (13.5)。 因 为 我 们 目的 只 求 : 
特 解 ， 为 简单 起 见 ， 由 (13.2) 我 们 可 到 
x(0)=0 x(T)=0 
在 这 两 个 条 件 下 ， 于 (13.1) 取 有 = 0， 可 有 
x (2T) - fC0» @ 
ФС13.1) itk = 1 £$x (GT) t axC2T) = СГ), iE 
-а=0+ В, НО, "f ` 
x(3T) = (а+ B»)fCO0D + FCT) (D 
于 (13.1) 中 取 =2, 可 有 x(4T)+ax(3T)+bx(2T) = JDT 
注意 4= – (а+ 6), = aB， 并 利用 @ 及 加， 可 有 
x(AT) = Ca t B)x(3T) - aBx(2T) + f (2T) 
-(a*- af B?5/fC02 + Ca BOFCT) + f (2T) 


= — (ca - B*)fC0) + Са? – B5fCT) 
+(а- В) ОТ)} 
‚104. | 


由 此 我 们 归纳 出 ， 
x(hT)= zog (Cat ~ 8*-1у/(0) 


*Ca*?- B*-»fCD) +... *tCa-B»)f(RT-2T)) © 
BULDRSSIRUHERIE: ВИПИСОК) k + 1 也 成 立 ， 即 设 


х(&Т+Ту=-—=—у{(а*- B0fC0) 


+ Catt- BIC1)f (T) (a - B)f(RT-T)) Ө 
in H7; ££ (13. DJEAR SO RUD BE REIHE. xCKT c 2T) 也 具有 
ЖИК GUT OR k HiAk + 2 AMARE) ， 那 未 归 
” 纳 法 即 告 完成 。 现 由 (13.1) 可 有 x 

ХҚТ * 2D) = Cat B)xCKT c T) - aBxCET) + /(КТ) 

| © 
以 人 @ 及 避 代 入 @ 并 注意 
Ca B)Ca*- Вк) – aplat- 8*-1)у== attt prt! 
以 及 将 下 换 为 下 一 1， 天 一 2， e ，2，1 的 类 似 等 式 ， 可 直接 
得 到 
1 


XT € 27) = Vg (Caf - B fC0) 


+ Сак B» ЎСТ) +... + (a - B5) СКТ - 2) 

+ (а? - ВКТ —T)) + OKT) 
хол Q XSUEEX, BRIT ORTA S k + 2 或 于 @ 
将 下 换 为 有 + 工 得 出 。(13.5) 由 归纳 法 重新 得 证 。 

对 于 具体 的 例子 ， 我 们 也 可 不 用 着 积 公式 
ZL[g9 (Ck T) ZE f CKT) 17 ZL Co* FD CK) ] 
而 用 查 表 法 或 留 数 法 直接 求 
。 105. 


_ F(z) | 
2 т] 
Gi) Wa, ВЖЕ. MZAA 
а= р(со$ф+ jsing) В = р(соѕр – jsing) 
ЖЕ, а= —(a-*f)2-2pcosp р= 08 = р? Makee 
式 代 入 (13.6)， 通 解 变 成 


x (KT) = “сое + Bsinkg) + 


+ dis ———-(f(0)p*"7sin(k - Do 


+ СГ) р®-%іа(қ -2)g+ f (KT -2T)sinp} 


(13.7) 
(iii) ШВ = а, ШАРА ОСС, + Ск) 特 解 为 
- F(z) | 
^ | (z — а)? | 
A 
1 1 ai? 1(,,20 , 30 
сери ai -2) = (1+ z T gi 
— &-2 
+ 
1 2a За? 4 (k-Dao*^? ñ 
= + 23 十 „^4 "n 
acu (k-12a** #k21 
| MT) =} 
ТЕК = 0 
1 А | 
可 有 (ашау = 20960191 
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注意 这 结果 亦 可 由 
| EET -Z[ka**'] (37°) 
应 用 $6 性 质 〈 三 )》 的 第 一 式 得 出 《〈 取 该 处 = 1) 


注意 FOD =Z] 于 是 


F | 
(ED = ZLFTYTZEI КТЭ] = 7ГС#+ ТОЈ 


zZLDVCODf(KT)  VCTD) FCK T - T) 
t V(OT) f (OUT - 2D) + 9 GT) f CK T - 31) 
te OCT) £602] 
=Z[f(kT-2T)+2af(kT - ЗТ) + 
t(k-pDa'*?f(0)5] . 
ELLA 


af F(z) E -2 
zv |00006 - 0а? + 


+ СГ) Ck- 2) а +... +f (KT - ЗГ) 2а 


t fKT - 21) (13.8) 
注意 这 结果 可 于 (13.5) 中 令 6 一 a 取 极 限 得 出 : 
аа ес Dat: 《 按 罗 比 达 法 则 ) 


等 等 。 特 解 (13.8) 亦 可 于 (13.7) 令 9 0, p— аА АРЕ 
到 | 
sin(k – 1)0 
mE sing 9-0 
Каа" (CO, + С, ky F X13. 8) ВИЗ 
x(K T 4 2T) - 2a x (KT + Т) + ах (КТ) = f (ҚТ) 


=6-1, `*° 
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的 通 解 
x(KT) = оС, +С, К) Mc [f CODCE - Da 
+ £O); —72)a* +. + f (KT -3T)2a 
*tfOT-2T)] | (13.8^) 
我 们 举 几 个 例子 。 | | 
1, ХКТ 2T) жах T T) & bx (Kk T) = p" 
解 СКТ) = n: 设 r?+ar+b= 0 的 两 根 为 C， б 
(i) ax 由 (13.6)， 通 解 为 
x (E T) = C,a^ + С,В* 


fagi — E-L) tua? -f*-7*) + +. 


+ pt? Ca – B)j 
1 
a — В 
+ u*7?a) — (B*7! c ppt? t + hb)} (ж) 
Ж 4 不 为 辅助 方程 +*+ ar +5= 0 之 根 иар +в 0 
(ра, ра В), ШЕЯ Н Т НЈУ АЕ 
x (KT) = C,a* + C, f* 


1 (2 se Biz Bu 
a — В a-u p-p 


(Ca^! 4- nak + ... 


= C,a*- C, B* + 


十 


_ : u ( p а 

= Aar+ BB gg =) 
ці 

(а — р) (В — u) 
n^ 

Hu*+an+b 


= Aa*  Bf* 
= Aat + ВВ" + (13.9) 
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лол р" m 
其 中 A 及 8B 为 常数 (与 上 无 关 )。 一 特 解 为 于 a875” 形 并 


很 简单 ， 分 母 是 以 4 代 辅 助 方程 的 二 知 数 的 结 术 。 

“н = a 妆 ， 则 所 给 方程 右 织 为 4*， 并 且 册 (六)， 可 

VUE C, | 
x (KT) = C,at+ C,B* + 


1 Ка „1 Br— Pars-! 
EX EL ERN 
Кас! 
= Аа‘ + ВВ+ ӯ (13,10) 


ФАБ ВАК. ВАКа уса B). 
GD омаж: 
а = р(соѕф + jsing) D = р(соѕр ~ jsing) 
原 给 方程 可 写成 
х(КТ+2Т)у—-2рсо$ох(КТ+Ту+р°*х(КТу = n 
| (13.11) 
辅助 方程 为 v*—-2pcosg-vt o?- 0 如 果 上 4 为 实数 ， 则 4 不 
是 辅助 方程 之 根 ， 故 (13.9) 仍 能 用 ， 从 而 (13.11) 的 通 解 为 
x(kT) = p*(o, cosko + c sinko) + n^/Cu* ap +6) 
= p*(c,cosk o c, sinko) 
+ u^/ (u: + p* - 2u pcosg) (13,12) 
Gi) 有 =a， 此 时 所 给 方程 成 为 
ХКТ 4 2T) - Зах Т € T) c a? x (KT) = pt 
辅助 方程 为 r:-2ar+az= 0 5 Юй aCi + Ск) 如 
Жон х а, (13.9) TERU Ca? t au t b) = рк Си а)? 
J # К af FG3.1223K R r 2 = 0, p= a 48 2], JL 
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时 通 解 为 
x CK T) 2 a*(C, + C; 5) + u*/ (u а)? (13,13) 
Auk a =a 则 所 给 方程 成 为 
x(kT+2T>-2ax(kT - T) -a?x(kT)-a* (13.14) 
”其 一 特 解 按 (13.8) 为 
1:(5-Da*?*-a(k-2»a*?4--.-a*?-.2a- ак. 
= (Д – 1) а? + (қ – 2) ак? +... 2а? ъа? 
= ак (К-Ы +(K-2)+- +2+1]=K(Kk- Da*7/2 
此 特 解 亦 可 借助 于 (13.13) 得 出 。 由 (13.13) 可见 一 特 解 为 
u*- ukat + (k - Da* 


(uú — а)? u = а 
按 多 毕 达 法 则 ， 得 
Кш Қа?! (一 lat 
2(u-a) |п=а ` 2 


故 (13.14) 的 通 解 为 


x (KT) 2 a*(C, + Ck) + КСК – Da**?/2 
= a^(A BE) + k?a* 1 /2 } (13.15) 


另 解 ， 我 们 用 待定 系数 法 求 | 

ХКГ -2T) Cc ax (KT c T) -bx(kT)—-u*. (13.16) 
的 特 解 。 我 们 设 此 方程 有 | | 

| | X(KT) = An (13.17) 
МА, EADEM. ЕЛСІЗ. 10 КА. 13.16) nf # 

An*** + aA c bAyu* = р“ 

ИП 4(C +ан+Ь)у=1 
如 果 Hp2+anh+ps0， 可 得 4=1/(2+an+b 的 ， 从 而 得 特 
Ag u*/(u* rap cb), ， 同 (13.9) 中 末 项 ， 加 上 补 函 数 即 得 通 
解 。 如 果 4?+ap+b= 0， 则 不 能 设 (13.17) 形 式 的 特 解 。 
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现在 我 们 可 设 特 解 | | 
x(kT) = Akut, 4 为 待定 常数 (13.18) 
Д С13. 18) £A. (13.16) af # 
AC(c +2)utt*+ aACGK+ Da**! F bAKuk= ц? 
B Aku’ tauto) + A(2u? cap) = 1 


Bn A(2u +а)џ= 1 

зд 26 + a> 0 (当然 Us 0) ° n[f&RA-1/(2u* c auos RE 
h h-l ` 

解 为 Ан Хи Нр + а= 2а + а = 20 ~ (а + В) 


2u^*tau 2Hn +a 
=(а- 6)， 此 与 (13.10) 的 末 项 相同 | 
如 果 24 + a = 0， 则 设 特 解 (13.18) 也 不 行 ， 我 们 可 设 
特 解 х(КТ)=АК?нц* (13,19) 
以 此 代入 (13.16) 得 | 
АСК + 2)! u^? q'a ACE + Dip^*! + DART pt = pt 
Bl АГК +222+a(k+1)*u +bk*J=1 
HI ATrk2(a2+ag+by+2k( 20 '+any+4n”+an)=1 
iKuzt+anu+b= 0, 20? +ар= 0, WERA: 201? = 1, 从 
而 4=1/(242 代 入 (13.19) 得 特 解 
x(KT) = k?^u*7?/2. 13.15) Ж. 
JE BEAR Рх KTT) - 25 x CKT* T) + x CK T) = n* 
这 种 方法 看 起 来 很 简单 ， 但 作 三 种 假定 (13.17)， 
《13.18)，(13 .19) 是 不 容易 想 出 的 。 
三 解 。 直 接 运用 > 变换 于 所 给 方程 (13.16)， 可 有 
ziXQG)-x(0)- x(T)27]&az(X (=) –- х(0)1 


-bX(z)- "P 
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x(0)z”“+[x(T)+ax(0)]z 


X (2) = zê? +az+b 


+ TD 
如 (13.2)， 右 端 第 一 分 式 的 反 z 变换 给 出 补 函 数 。 我 们 只 须 
求 特 解 
5 — 
=? жах + буба п) 
第 一 解法 乃 是 利用 86 性 质 〈 五 ) 卷 积 公 式 。 现 在 我 们 查 表 求 
(13.20)， 以 4。，B 表示 辅助 方程 ”+ ат eb = 0 的 两 根 。 
(i) Шаҳд B oa kp AAMA ， 并 设 
д-га, HX B, И) ЖЭ 542°, 可 有 


>” 
p(kT)= Z fc - а) (= - В) (= – | 


eG T) e zl } 13.20 


_ e aL CP ` 

(a- B) (a-u) 8-а) (8-и) 
"раси - В) 

末端 前 两 项 已 包含 在 补 函数 中 ， 故 可 取 特 角 


m 
L 


"L 


28 g x 
гау В) aixaucb MGQ3.9 8. 
жд = a> В, MERR, "p 


eT = Z^ cei Ту) 
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末端 末 项 已 包含 在 补 函 数 中 ， 故 可 取 特 解 
ka*'/(Ca - В) 同 (13.10) 末 项 。 
Gi) 设 5 =o 并 设 4 六 a， 则 查 续 表 41 ， 


P (KT) lesta 


а-и - 
А БАСС, + C, К) arm n, 可 取 特 角 
р/р — a)*-u*/Cu?- au b) 同 (13.9) 林 项 。 


и = а = В, 则 查 续 表 40”， 可 有 


e( T) = Zo c s |= hk- Dot 


— lpjigs-: — 


2 
» a ix 0) 
并 且 末 项 包含 在 补 函数 中 ， нЕ Как /2, 与 (13.15) 
KRMAR. Жа = 0 则 原 方程 成 为 ХАГ +2T)= Qs, 而 
我 们 应 理解 : 在 ac = ОЕ, а |k = 1 并 且 a* liz. = 0 特 解 为 


i -2 
» KC - 1) a° lao 


例 2. x(KT+2T)+ax(KT+T)+bx(KkT) 
= cos(ok T) 
y(kT c 2T) +ауск T € T) c byCK T) 
—-sin(okT) 
Ж Бю=х+ју, M 
w (KT +2T) + aw(kT+T) + bw(RT) = ei**T 
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Heu = ef"7， 这 就 是 例 1 的 方程 。 如 果 ei*7 不 是 辅助 方程 六 

根 ， 即 如 果 e?i* T+ aei*7+b 六 0， 则 由 (13.9) Ж, T 

得 己 一 方程 的 特 解 - 
ei "*T egi*hT(e-2i*T -ae iv T +b) 


eHU*T + aei*T +} ^ (eitt aeit? + Б) (ec *Tegeci* T + b) 


ei” (一 2 T L aei” &- DT. baiv*5T 
 1l-*a!-b* +2а(1 + b)cosoT + 2bcos(20 T) 


分 开 实 部 及 虚 部 即 得 x 一 方程 及 4 一 方程 的 特 解 


-cos[ wf - -2) Г] + acos[w(k - DT ] 4 bcosQo T) 
1+ a? b? + 2а (1+ Р) соѕоТ + 2bcos(20T) 


(D 


及 sin[ w(K 一 2)7]+asin[w( 大 一 10 Г) + bsin(o 4 T) 
l*a*-b? + 2а(1+ р) соѕоТ +2bcos(2oT) 


ету f rt + ar+b= 0 的 根 Mj) ei ку 
ЈК, TE w Әу n Жл 
w(KT * 2T) - 2cosoT w (KT - T) + w(kKT) = ei**T 
按 (13.10) 的 末 项 ， 此 wv 一 方程 的 特 解 为 


| kei” (k-1) T kei" -DT r 
ei*T—e^i*T ^ 9jsinoT | 
分 开 实 部 及 虚 部 即 得 


x (KT 4 2T) – -2cosuT x (KT € T) + x (KT) = cosCoKTs 
K ykT+2T)- -acosoT y (KT & T) + y (kT) - sinCok T. 
的 特 解 分 别 为 


@@ 加 上 相同 的 补 函数 即 得 所 给 两 个 方程 的 通 解 。 M 
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+ 


T 


ksin[o (k + DT] _ Kkcos[o (k - DT] 


2Sino7  — — K 2sino Т 
上 述 两 个 方程 的 补 函 数 均 为 Cicos(CokT) + С, sin(oA T), 
并 以 两 方程 的 通 解 分 别 为 


ХКГ) = C, cos(pk T) + C,sin(oR T) 
, ksint o (K - DT) 
2since Г 
€ y(kT»)z-2C,cos(oK T) + C;sin(oK T) 


KcosLoCk - DT] 
р 2sino T 


13. х(КТ+2Т)+ах(КТ+Ту+Ьх(КТ) = ҚТ 
(13,21) 
М (КТ) = КТ 设 辅助 方程 r?+ ar+65= 0 的 两 根 为 
a, p 
G) axX.dk(13.:), JJ; ES Эу 


{Ca ~ B*7*) -2(a*-* — Bt-3) +... 


+(k- 2)(a - p)) = КЕ (P-Q) (13,22) 


其 中 我 们 令 
P-atci.20€3-..-(k-3)a*-(Kk-2)8. (18.2: 
Q-B'-28*54..-(k-3)8*-(K-2)B (13.20 
SHOPS EBUE. Ж 
Р = (қ –-2)а+ (к - З) а? 4-429579 + qè- 
аР = (к – 2)а? +... + 3а%-3 4 900-2 at! 


9 式 按 同 敌 项 相 减 ， 可 有 
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(1— a) P 一 (К 一 2)0 一 G^ — езе 一 287° 一 z- x D , D “一 
# a> 1, HJ 
д? ak 0 一 20 


a? 一 
(1-а)Р= (k 2) - = 129 t^1-g 


ү. 


+ ka 


| a* а-а Қа | м 
K Pegot са) t а-а (ol 


| (13... ` 

В+ TI КВ. | | 

ИШ Ө=үү Ву + 有- (O^? 
(13.24”) 


HFS а 之 项 及 含 Кедек нын, 故 以 
(13.23”)Ж(13.24”){®А (13.22), "МЕ ажі1, 6 %1, 
a >= В, 我 们 能 取 特 解 


a oh. itus) 


r(e- 20)(f*-28 +1) - (P^ — 28) (а —2a +1) 


= — — m m s — — :———————Ó— Qd 
— —— — — np. - 


(а – В) (1-а)? (1- 8)? 


(1-0) (1- В) 

(a? - 2a) - (8° – 2p) К | 
ri (а ~ В) (1-а)? ав + d- a)(1- 8| 
a+ß-2 K | 
ЕСЕТ ЕТТ: T BONETA 


| 


LT k _ 2*2 _ mE 
i ril d*asbyrl (D (13.25) 


命 注 意 消 去 分 子 及 分 母 中 的 a 一 了 B， 结 果 对 a = 和 也 能 用 
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这 解 在 1+ a + 0 时 能 用 。 这 条 件 意味 着 1 不 是 辅助 方程 
r?+ar+b= 083 al, B>c1) o АРА 
C, at + C, pr 于 (13.25) 即 得 通 解 。 
名 a=1s 关 5 , 即 辅助 方程 的 两 根 为 1， В , 则 1+ 有 = 一 CQ》 
HB-b, ARAC +C b XHOS.23)78 
Р=1+2++... + (0-3) + (К 2) = (к 1) (К 2)/2 
H (13.24), "DB 
bt b? -2b kb 
©=-т-Ю# TIC: t 1-6 
W8PKQIAG3.22) ЖЫ TERREA CP LI, sS EA 
T f1,,, bk 
1-b I; – 3k) – р} 
T of kè NATCEED, 
- f 1-5 * (= Pr) 
Bk x(kKT+2T)-(1+b)x(kT+T)+bx(kT)=kT#Æb* 1 
时 的 通 解 为 


GT) = Ci+ 0, 3 = е ,4-9 Sr) (13.26) 


如 果 = 1 兰 a， 亦 得 相同 的 结果 。 
Gi 著 6 =a， 则 所 给 方程 成 为 
х(КТ+2Т)-2ах(КТ+Ту+а%*х(КТ)у= КТ 
Һауа СС, +C, k), 013.8) НАЕ 
T[1(k —2yak-3+ 2(k – 3) а + + (k —3)2а 
+ (k – 221] 18.27) 


= Tip: QR-2 +207? +... + (k —3)a2+ (k —2)G] 
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H 


P 
Ida (H (13.23)) 


_ d a^ а? —2a а 
= Т [сеў f IU ay: T 1-а | 


| (H 13.,237), iza% 1) 
kat- 2a* _ 2 k 
T| a: “(1- aš) (1-0) жегу 
舍 去 前 两 项 (它们 包含 在 补 函 数 中 )〉， 可 兄 在 4。 六 1 时 ， 我 
们 能 取 特 解 如 


H 


тау -a 

和 注意 : 在 (13.25) 中 取 4 = -2а, b= MIL LL 故 在 о >< 
1 时 ， 所 求 通 解 为 
XKT)= a*(C, + G, k) кт -aa | 

Ж а= 1 ， 则 特 解 (13.27) 成 为 

T[1:(k -⁄—2) +2(k – 3) + + (Kk -—-3)2 + (k — 2911 
=T(1[(k-1)-11+2[Ck-1)-21+... 
+ (k -—3)[(k—1)-(k-3)J]J+ (k —2)[ 1) — (& —2)3) 
=Tí((k-1)[1+2+- + (k 2)]- [1? +2? + 

| + (k —2)21) 


= Tl -»5- cku -2)k-3) 
= T| 3€ -Dk -D- g X - DG -2Qk -2 | 


= k(k -D- — 2) 


* 118 > 


ть. 
— 


xU G 3) 2k) 
H FEU РАКА С, + C, k, Wen uE W: 
Tk*(k —3)/6 | 
从 而 得 х(КТ+2Ту-2х(КТ+Т) + x CK T) EBRR 
ХКТ) = С, +С,К - Tk*(5 – 3) /6 ° 
BM. 259€ ТАЈА Ж, НГ, (13.21) 的 特 解 一 般 是 
F K ду 50. RREME ЖЖ 数 法 求 方程 03.20) ын 
解 。 设 (13.21) 的 特 解 如 
T CAK + B) | 
其 中 4 及 了 为 待定 常数 。 代 和 (13.21) 并 消去 上 ， 可 有 
A(K+2)+ В+агА(к +1) +B]+b(Ak + B)= k 
即 AG+a+bk+AGQ+a)+BG(+a+b)=k 
故 Аа+а+Ру=1 А(2+а)+В(1+а+Ф )= 0 
如 果 1+a+psx0， 则 可 解 出 


1 | a + 2 
A=Iya+b P=- -Qtratrpby’ 
、 К а+2 
特 解 为 TL. -tar 同 (13.25) 


加 上 补 函 数 即 得 通 解 。 条 件 1 + Mn 1 不 是 辅助 方程 
r? tar b= 0 的 根 。 


若 1+a+b= 0， 则 所 给 方程 (13.21) 可 写成 
XCKT+2T)— (4 b) x KT & T) + bxC(KT) = КТ 
(13.28) 
我 们 设 特 解 
TCAR + B) K = TCAR* + BE) 
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代入 (13.28) 并 消去 了 ， 可 有 
АСК +2)? - BC +2) - (1+ DDLACGc +1) + ВСК +1) 1] 

+b(Ak? + Вк) = Kk 

Si 2AG-byk+[G( -b)B+ (3 – Р) АЈ 

d 2А(1- Б) =1 (1-Б) В+ (3-6) А = 0 

者 2? 送 1， 则 可 解 得 

1 b—3 
730-5 P^za-5s 
于 是 (13.28) 的 一 个 特 解 为 


TS 0.) 同 (3.26) 的 末 项 。 
мнр = 1, M| 1+a+b= 0， 可 见 4= 一 2， 差分 
方程 成 为 | 
x(kT - 2T) -2x CD € T) + xXKT) = КГ (13.29) 
此 时 补 国 数 为 C, + Cat。 如 仍 设 特 解 了 TCAK?:+ ВК), MEZ 
项 为 补 函 数 中 之 项 。 因 此 ， 设 (13.29) Hy FF EA TAk? + 
ВКУК=Т‹АК? + Bk»), 4&A3.29, ЖААТ, "D 48 


A 


АСК 9 2)* + B(K t2)? x 
-2A(k+1)°- 2B(k+1)* | = k 
+ Ak? + Bk? j 


Hi 6Ak+(6A+2B)= 0 

Ami 64=1 6A-+2B= 0 

于 是 A=1/6 B= -1/2 

故 特 解 为 T(Kk*-—-3k2)/6=Tk*(Kk-3)/6 

BRAY ХКТ) = С, RO +ТК*(К-3)/6 5 ERGO 
同 | | 
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三 解 ” 施 2 变换 于 (13.21) 可 有 
z2[X (zg)— x(0)—- x(T)z "1!]J+az[X (2) —x( 021 
+bX (g) = [КТ] 


an | 
(z22+az +byX (ау)у=х(0)°+[хХ(‹Т)+ах(0)]=# 
Tz 
| *(z-D? 
x( 0 )z22+[ x СГ) +ax(0)]z 
X (z) = z? +az+b 
Tz 


+ (z? +az +0) (= – 1)? 
” 右 端 第 一 项 的 反 z z ЗША 第 一 项 的 民 2 变换 给 出 
特 解 


z 
TZ" MEME (13,30) 


Да, 表示 z+az+b= 0 的 两 根 ,并 设 acc D, MLR 
是 这 方程 的 根 ， 即 1+ a +bss 0 ， 则 查 续 表 47* ， 可 见 特 解 
(13.30) 等 于 


т K | 2-a-B 
01-9) (1- В) ü-oYü-p» 


+ | 
+ Са 1) (а- В) (В -D2: (В —a) 
由 于 来 两 项 已 包含 在 补 函 数 中 ， 故 可 取 特 解 


К 2-a-p 
T 1-020 Б) а-а) (1 – ру 


° 121 > 


Ap 2+a — 
Е (1 +а+ р)? | Ia] (13,25) 


若 1+a+b= 0， 即 a = 一 (1+5)， 则 (13,30) 可 写成 


af 
TZ- русс De | (13.31) 
E bii, ， 则 查 续 表 45*， 其 结果 等 于 $ 
k (K —1) k 0. 1-55. 
засв - d-5* *à-b* | 
由 于 末 一 项 已 包含 在 补 函数 中 ， 故 可 取 特 解 


rac T d-sy ]-3l i5 T ap] 


同 (13.26) 中 的 特 解 。 . 
ФЬ = 1， 则 (13.31) 成 为 TZ-![z/(z - ^]. ERE 
44"， 其 结果 等 于 TACK 一 1)(k 一 2)/6 同上 二 解 末 
例 4， ХКТ 2T) cax(RT - T) c bx(KT) = (ҚТ)? 
(13.32) 
解 ” 以 a 及 B 表 辅助 方程 ”+ ar+b= 0 的 两 根 。 
G) ax, #6013.6), ЈА 13.32) BS Ж 


2 
agr — p*-7?) + 2? (af-? ~ *-?) + +. 


+ (к – 2)? (a — B») 


ТГ? 
= 90-0) (13,335 
其 中 我 们 令 | 
P = (k —2)2a + (k -3)?%а%+ ++ 22а + at? @ 


| Qz(Ck-2)?B + (k 3)? B? +. + 2* B7? + Bn? 
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我 们 来 把 P 及 © 化 为 封闭 形 。 以 a 乘 @， 可 有 
аР = (қ ~ 2)?а? + 3*a*7? + 22 g*7? + a7 
€ М OS Н} MHAR TA i 
(1-а)Р = (Қ ~ 2)? a- (20 -5)a? — + —5a578 
3072 — gh-1 
= (k ~ 2)?а-– S 
其 中 我 们 令 
V = (2k ~ 5)а? + (2k —7) 03 +... +3082 + at! 
4 as = (2k -5)0* ^ 4 5057? +3047! + ah 
ИАЕА ОНИ, а] 
(1-а) 5 = (20 - 55a? – 2а° -2 
аКШ Жаз 1, WI — Ta 
(1-a)5-(2k—-5)a*—2 са 
] — a 


一 QÈ 


2q°— 0% — gk 


= (2k – 5)a°*— 
1-a 
于 是 Е 
22А -5)аї  2a^-a*- ак"! 
1-а — (1-0) 
RAO 8 
Р = (к 27 а __ (2К-5)а*_ 2а*– at- + 
1-а Q-a} * ау? | 
жа 619 


О= (к -2z _ Qk 5) B° 2B3— pt- ptt 
1-B a-By + 


фазл, BS, (从 而 1+a+bss0) 。 
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HT oas Bf, at, ДЕ 之 项 已 包括 ЕРЕ 数 中 ， 故 按 
(13.33) 我 们 可 有 (13.32) 的 一 个 特 解 : 


220 -二 : 3 


а* B^ 7 
р Ok -D| a py | 


EE EL -ats] 


_ (k — 2)° a--B-2ap 
-T4 (1-a)1—- 0) ` (2k 一 5) (1— a)?*X1 - В)° 


* 2 


az+ af + 8*—3a (a + B) + 3a? p? | 
(ї-@)*(1- В)* 


(K — 2)° (2k — 5) (a + 2b) 
=Т*{ l+a-+b + (1 + a +6)? 


ENS 
+ 2 一 一 -一 一 一 一 


(1і+а +b)’ 

= T: k? —  4ütatb)-2(a +2b) 1 

B БЕТҮ: (1+а +6)? 

—— 800 ta ча) gaca cte Jy 
+ (1+a+b)’ 

po k _. Qax aè абзас зд 
一 ЖЕТЕТ  (l+atb)? (1+a+b)’ 

(13,34) 


当然 ， 这 特 解 只 在 1+a+pbs0 时 能 用 。 
(ii) mÆ 1+а+р= 0, а= –- (1+2), УВ 
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J3548Ja-21, Bs bg b > 1 IIJ 
P=1? +22 r... + (k —2)2= (k -1) (k —2) (2k — 3) /6 
= (2kš - 9k? +135 — 6) /6 
n , 9 _ (Qk-5)b _ bh — pit 
Q = (k — 2) ш; -CR DE MALE 
由 于 含 站 之 项 ， 含 bt = р.р 之 项 及 常数 项 均 已 包括 在 补 消 
ЖС, + Cazp 中 ， 故 按 (13.33)， 我 们 可 取 特 解 


Сик (2k*—- 9k? - 135) - E a | 


1-5 (1 -5» 


T (b-3)k* b?-2b+13 
E k+- т-у + ва) к} 


3 _ 2 b? — 
= Sa; *$a I: квар?) | 
| (13,35) 
如 果 5=1， 则 a = 1, В= 1, 222 RR 
x(kT+2T)—-2x(kKkT+T)+ x CK T) = (КТ)? 
公式 (13,6) 不 能 用 ， 可 用 (13.8)， 特 解 为 
T*[1 (k -2») * 2405 - 3) +... + (k - 52: 4-0 
= Т? (12 LG - -12-11*2'L(£ -1) ~ 21+ 
+ (к – 3) 800-1) – " 3) ] 
+(Kk-2)*'[(k-1)- (k 22)? 1) 
=T2((k-1)[12 +2? +... + (k — 2)2J 
-[1? +23 +... + (k -2)?]) 
=Т (Е - – 1) (k — 2) (2k – 3) /6 (k = 1)* Ck ~ 27/4) 


= LT: (k - D*O; -2)E2 (2k 7-3) 一 3( - 2)] 
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= Th -D?(k-2) 


=y T? (kt -4k +5k? - 24) 
由 于 未 项 已 含 在 补 函数 C, + C, Job, KIPER 


X (k =- 4kš J- 5k?) 


I 2 2 
= Г k? (k? 一 Ak +5) (13,36) 


男 解 ， 我 们 用 待定 系数 法 重新 求 (13.32) 的 特 解 。 由 于 - 
(13.23) 的 右 癌 是 的 二 次 式 ， 我 们 设 此 方程 有 特 解 
1 (Ak?+ ВК +С), hA, В, С жай. ЫШКА 

хХ(КТ+2Ту+ах(КТ+Ту+РЬх(КТ) = (kT)? 

FEST, wd 

ACk +2)? + B(k+2)+C 

aACk +1)? +аВ(қ +1) +аС (=k? 

+РАК2 + БВК 5C. 

m А(1+а+р) =1 

А (4+ 2а) + В(1+а +) = 0 

AG ra) + B(2 a) +С(1+а+Ь) =0 
设 1+ a +b 六 0， 则 由 此 可 解 得 


_ 1 
А = 1 +а+ Б 
В 4 + 2а 


^ (1+а +)? 
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-1 I 4+ а (2+ а) (4 + 2а) | 


C=rra+tb I+a+b ` (1+а+р)? 


_ ба +2)(2а +4) - (a +4)(a +b +1) 
(+a +b) 


a? -ab43a -4b44 
(1+а+Ь)° 


故 得 特 解 
T2 Қ? (2a+4)k а? - ар +3а- Ab +4} 
User 7 (ажа + Б)? (1+a +b)’ | 


[i] (13.345 
#1+a+b= 0, а= ~ (1+2), Jl R2 
x(kT+2T)- (ac b)x(KkT + T) +bx (KT) = (KT)? 
(13.37): 
EPbI1, Шз С, + C5*。 如 果 仍 设 特 解 
T* (AK? + ВК + C) 
则 第 三 项 为 补 函 数 中 之 项 ， 不 能 解决 问题 。 我 们 设 特 解 
T? (AR? + Bk c С)қ= T? (AR? + BE? + Gk) 
代入 (13.37)， 消 去 三 ， 可 有 
ACE - 2)? + BC; 2)? + C (Kk + 2) \ 
– (1+ DLAC; +1) + BO + 12° £C D] = k” 
+b(Akš° + Вк? + Ck) 
ВП 
3A(Q- Р) к? + [3A(G Ё) +28(1 – Р) ЈК. ки 
кА(7- Б) + В(3 - Б) + С(1 – Б) 
故 3А(1— Б) =1 3А(3-– 2) +2В(1- 6) = 0 
AQ -b) + B(3- Б) +С(1- 0) = 0 
- 127 > 


1 съз 
-3G2 P^za-b5 
1f b-7 Or 
PEE, t2-5» © 6(1-Р)*° 
故 方程 13.37) 在 5 六 1 时 的 特 解 为 


O kë bh 02-22 +1898 
T* {sc *2-5:^* 60-5)» | 


' À 


G = 


[8] (13. 35) 
车 b=1， 则 a= 一 (1+5) = -2, 差分 方程 为 
x CKT+2T)— 2xCKT+T) + xkT) = KT)? (13.38) 
补 函 数 为 C1 + CsK。 我 们 设 (13.38) 的 特 解 为 
T? CAR? - Bk + CO) k? = T (AR* + BR? + Ск?) 
代入 (13.38) 并 消去 1 ， 可 有 
A(K + 2)* + B(K + 27 + COL + 22° 1 
-2A(Q,* D* - 2B(Kk +1)° —2C (k + 122 i =k? 
+ Akt + BRE? + Ск? 
B 
12Ak? + (24A + 6B) + (4A +68 + 20) mie? 
从 而 124=1，24A+6B=0, 14A *6B * 2C 0 
于 是 A-1/12 
B = 一 4/12 
C= -7А- ЗВ = 5/12 
页 方程 (13.38) 的 一 特 解 为 


1 1 
191. (K^ - 4k" +5К?) 一 ji К, (k? ~ 46 + 5) 


(13.36). 
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例 5， х(КТ+2Ту+ах(КТ+Ту+Ьх(КТ) 
= Hrcos (wkT) 
ут +2T) + ay (kT & T) +by (kT) 
= ptsin (o KT) 
解 写 w =x+jy W 
纪 (KT - 2T) c aw(kKT +T) + bw(KT) = ghei**T 
mE = (uei*T)* 
AES, EA 1 дур RAe КМ —7у Fg. Н, 
如 果 /ef ”不 是 辅助 方程 


r '+ar+b= 0 
的 根 ， 屠 末 按 (13.9)， 纪 一 方程 的 一 个 特 解 为 
p hei * ^? 
B*e* i*T +ареі* Т + Ü 


~ (ug?e?i*T + au oi*T + by (u?e7?i*T L ацеті*Т + b) 


u^ Le! (6—2) “T ape! (k-1) “Т + beike T | 
Tutta u? +b? +2ap(u’ + b)cosoT + 2bu?cos(20T) | 


分 开 实 部 及 虚 部 得 x 一 方程 及 2 一 方程 的 特 解 ， 依 次 为 


t+ а?ц? + b* + 2ар (р? + b)coso T + 2bu?cos(20 T) | 


及 
р" иі СК - 2o0T + ausin[ (К -120T ] - bsin(E oT)) 
u*ct a?y* + 02+ арр?  b)cosoT + 2Ьц?со5(20Г) | 
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若 uei" 为 辅 助 方程 天 +ar+p= 0 的 根 ， 则 两 根 为 
qe*i**, WHER NEA 
(КТ +2T) —2ucoswT-w(kKT+T)+u’w(kT) 
= (uei*?)' | 
求 特 解 ，(13.9) 不 能 用 。 我 们 用 (13.10)， 此 刀 一 方程 的 一 
“个 特 解 为 | 


k(geisTyk-1 
27usinoT 
_ Ки [cost Ck - DoTI+ jsin (k - DOTI} 
u 27sinoT | 
分 开 实 部 及 虚 部 得 
X(KT - 2T) -2ucosoT x (KT + T) + u*x CET) 
= g*cos(ok T) 
М. y (KT + 2T) – -24cosoT3 KT +T) + p y Ck T) 
= nksin(@ k T) 
的 特 解 依次 为 
kursini (k ТЈ p  _ки**со[(К-юТ1 
2sinwT | 2sino T 
Jm Ef] — 449 
u*(C,cos(oE T) + C,sin(oE T5) 
: 即 得 它们 的 通 解 。 


B6. x(KT+2T)+ax(kT+T)+bx(kT)=Tkp" 
# РКТ) = Тқи 以 a 及 表示 r*+ar+b= 0 的 两 
根 。 按 (13.6)， 特 解 为 
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+ (0 – 2) н"? (а – p)) 
Г 
= + 8 P l O 


其 中 我 们 乃 令 | 
P-ua'*?c24*a*57*? +... +(К-2ц*7?%а 
Q-pup'?-r25?B*3 +... + (k 2) n*^?B 

我 们 把 P 及 Q 化 为 封闭 式 。 显然 


0 
Р= р-у (uat? + u? at’ + e + ua) 


KEX а 


д apg*71— pat? 


= ар -a 


= ц 6 LE Dau" а: ]- aptit pat 
(u -a)* 


"o -2ap*-Cc-1)a*p 7" + pat 
Н (u - a)* 
THE. £= u >< pH, 


- X -2Bu —-(O DB t np 
= 422 ) 


е (u ~ В) 


BETA RB E E ETHER С, 0^ - C, B*rn, i 
ЭТНЕ ОЕ ра, n) 


Er -ler дру] 
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p* 
-Dp eos - a s] 


u2 ah | 
= 了 | (274 а В) 


р? (а + В) – m 
-(í-1Du* і, (и 一 а)? (и 


u. – Б 


=T] (K – DI Qi + ар + 


2 4+ 2bu | 
(к= 19%: 
十 — 


(u^ tap +b)’, 


| ? һар А 
B *TUTU. ha 
= TH (u 


程 之 


(13.39) 


又 注意 在 人 = 工时 ， 此 为 (13.25) 


Bu an | b = 0 ， ШЕ 5 и 一 16% " ig J | 


2 -1 p* 
*-(k-15*a*!*a 
о= C -2Ba nu 


， 可 取 特 解 
H-P ~ 0) 中 含 在 补 函数 中 之 项 
а m . 
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T a^ - КВ?а"-! 
TTE at (k? = 34) - Ан J 


= 一 а 15 50a (Kk*-3Kk)- 


кра" Ее 


=T f K? ӨЕ lar (13.40% 


(а-у) ` 2(a - В)? 
ЁБ, Ял=а=1, ШВ = 5， 此 成 为 (13.26). 
可 上 = а= BB， 则 差分 方程 成 为 
x(KT € 2D) -2ax (KT c T) + ах(ҚТ) = Тқа* — 
ARERZ CC +С, kat (13, Mn 
T[a(4 -2)a*? + 2а°(к – 3) а*-* +. 
+ (k – 3) а .2а+ (k – 2) аё] 
-Ta'[1:( -2) +2(k — 3) 9 (k 3) 2+0 – 2) 12 
在 本 市 例 3 解 之 末 ， 我 们 已 得 
160 – 2) +200 - 3) +Xk-—-3)2+ (Kk -2):1 
=Kk(k-1)(k-2)/6 KIARN 
| Так? КОК - 10) (k - 2/6 
不 计 含 在 补 函 数 中 之 项 ， 可 取 特 解 
T a*7* k* – 3)/6 (13.41) 
BE. 我们 用 待定 系数 法 求 | 
x(KT 2T) Y ax(ET T) 4 bx(ET) = TR yu* 
(13,42) 
的 特 解 。 由 于 右 端 是 的 一 次 式 乘 u^, AURA TAk 
+ B)n*， 其 中 A 及 B 为 待定 常数 。 以 之 代入 (13.42) 并 消去 
Ти", 可 有 | 
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ТА(К+2 + Ви? | 
+ aLACE + 1) + B] = k 
*bLAK + В] 


HI A(u?rauctbbkhkc-A(Qnu^-agu)-B(u*-c-autb)skh 
ac Alu? +an+b =1 A(Qu?-crau)-cB(u*-ctayusb)z0 $ 
如 果 12 +aH+p0 Mj A=1/CGg2 +ар +b) 

| В = ~ (21? +ашр)/ (и? aub»? | ; 
于 十 得 特 解 


Тү s (n? +ац +b)? Im IR] (13.39), 


du +ан+Ь = 0， 则 设 特 解 如 
TCAR* + BKk)n* 
代入 (13.42) 并 消去 T ut, "UR 
ГАСК + 22? + B(k + 2)1д? | | 
+агА‹к +1) + BO 4 DJIu ;eK 
+b АК? + ВК] | 
HI A(4s*-2au)k c A(4g* x ap) TECH + ар) = 
dk  A(Au?-2ag)21 Alp? +ар) + Bu? +ац) 20 
于 是 


EE 
A7 gin * a) 
_ - (Ana) . 
В = zu (2u + a)! (GE2u + aX 0) 


„= 
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, | En (4u + a) Kk 
特 解 为 Ti 2(2u +a) 2(2u +a)? ТШ 


显然 此 同 (13.40)。 事 实 上 ， 条 件 如 +auU+b= 0 说 明 
我 们 可 以 认为 4 = а, 2и +a% 0 1 2р на = 20а - (а + 
8B) = 4- Bb<0 上 之 特 解 可 直接 写成 

k? (За ~ p) k _ 
т 2(а- B) ` ару) | 
JE RB (13.40), 

X u? +ap+b=0H2u+a=0, MJ u= a = 8225925 
TRU | | | 
x(kT 2T) -2ax(R T + Т) + a? x CKT) = TK a^ (13.43) 
IAR CC, + C, Куа”, 我 们 设 特 解 如 

TCAR? + Вк?) а" 
以 之 代入 (13.43) 并 消去 Tat， 可 有 
ГАСК + 22? + B(k + 2)? ]a* | 
– 20ГА - 1) + B(k D?]a ` = Kk 
+ a АК? + Bk*] ) 


р Aa? к + (6А - 2D) a= К 


1 1 
于 是 6Аа=1, ЗА+В= 10， 从 而 А= то» B= 3g 


RW 29 т( k > к*)а"- aTa- 3) at- 7 同 (13.41)， 
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Š 14 RAMAK n 阶 常 系数 
线性 差分 方程 的 解 


考察 n 阶 常 系数 线性 差分 方程 〈 带 右 端 项 的 ): 
Gy x(kT+nT)+a, xCKT 4 nT - T) 

ta,xC(RT +n —2T) +ta,- XCRT +T) 

+a,x(kTy= f (КГ) (14.1) 
xX 7j FE J ЕЗ T TER ЛИЕ. PER TCR Е R a TE ZJ: 
0 时 的 通 解 。 它 已 在 $14 给 出 ， 此 处 不 再 重复 。 我 们 现在 研 
究 如 何 求 方程 (14.1) 的 一 个 特 解 。 我 们 仍 按 (14.1) 的 各 项 取 
2 变换。 为 简捷 起 见 ， 也 是 由 于 只 求 特 解 ,我们 可 取 x (0) = 
x(T)2 x(2T) =: = x(nT-T)-2 0, 并 取 av= 1 (这 并 不 
失去 其 普遍 性 。 如 果 ao 闪 1 ， 除 以 co》 o FERO. DAI 
Же, ЖАН $6 性 质 (三 ) 的 第 二 式 ， 可 有 

z"X (z)+a, z" lX (z)+- +a, zX (z) 

+a,X (z)= F(z) 

d | 

Хб) = арра 0) (14.2) 
AB, XX2z = Z[x(kKT)y] F(z) = ZLf(KT)J 
[lz Gi= 寺 ，2 ,…) 表 未 (14.2) 分 母 的 不 同 的 零点 ， 则 由 8 
的 (7.6)， 可 见 x | 


af 1 ]- 
TEE TA е О 


2-1 


рату raras, 020 
9 ЕК = 0 


(14.3) 
于 是 (14,2) 可 写成 | 

X (2) = ZLYORKT)1ZL/ CkKT»)12 Z КСу+#(КТ)] 
从 而 


х(КТ) = (Qj fOCRT) (14.4) 
即 为 所 求 特 解 。 | 
我 们 讨论 两 个 特殊 情形 。 


(i) 设 z "+aiz xal 0 уп а, а, ce 


2 彼此 不 等 


s h=1 | wk-l 


T © S 0 E Maea 
в, z'-a,z 7} +++ a, (z — 09): (z- Qa) каа, 
" =] | 
= К,а! 
K. = 1 
AK, = ——— — r — o 
(G, — Q) (G, — G,) 
k=l 
P4 - 
тез а К,ар 
e, 4 t 也 ;之 o teeta, 
К. = | 1 
P 2 = 
《22 一 CGI)C02 一 0s) C az= an) 
k-i 
r - = К,а*-! 
є „ 2 +212 + + a, 
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= 1 
(a, т" a, (a, 一 Cn-i ) 


代入 (14.3) 得 | 
Kat + К,а 十 十 天 Qi kE 
Тә ={ 
ТЕК = 0 
(14.55 


于 是 由 (14.4)， 所 求 特 解 为 
x(kT)=Cy*f CKT) E 

= gf T) (T)/ (KT — T) +. + 
+ yCRT»f O) 

=(K, +K, +++ +K.) f (KT - T) 
+(K,G + K,a, ++. K,a,) f KT -2T y 
f eessesseso ee | 
£ (Куак + Куа 4 + K, at ) f (0) 


= X KT - T) a f CET - 2T) 
+a J(kT-3T)+ атт C00] 
| (14.6) 
注意 ，(14.5) 中 的 (KT) 亦 可 借助 于 部 分 分 式 得 出 。 


1 . 1 


z +a zl +... +a, (z—-8,)(z-a085,)-(z—a,) 


-Éi Br ponp Bn 


其 中 K,, Ka ，…， 天 。 的 表达 式 如 上 。 由 $1209 12.4) [Ж 
‚138. 


Katt 在 KK 之 1 
一 上 |; K, < 
Z 222154, ЖК = 0 
对 于 其 他 各 项 亦 有 类 似 结果 。 相 加 即 得 VCKT) 如 (14.5) 


(11) Z'*am" +. +а„=(и— а)" 


28-1 
ге $-— —  — 
а 2 十 Q12 "~! +. +a, 
_ zl _ 1 | 4"! k=l l 
Еау" |». (n—- 1) jg z=% 


(0> Æk=1, 2pm] 
СЕСК 2) (k-n+1 a кп 


| (n — 1)! 
H C14. 3218 | 
0, {ЕК =0, 1, 2, n-1 
pKT) = _ _ oN... L _ | @ 
DG а-ар, gus, 
此 СКТ) 亦 可 借助 于 B3 SORA a tH; 


2 
п(п+1) о 


a 
=—41+п— + 


ferr нъ De Vu) 
Tr! z 
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_ 1 а п(п+1) а? 


PLEZI 21 PLI е 


ү n(n + D° {n+r-1) а" L... 
r! z"tr 

显然 ， #k=0,1,:, n — 18, 此 展 式 中 1 />z “之 系数 均 

50, ЖК = п, 1/22 91, ЖЕК >п, &i/z'z 


项 出 现 于 r = K - n {08 1 /z* Z Z 323 


n(n+ 1) (Kk -D4,:.. К DOC 72) nn quaes 
|». (k-n) (k-n)! 
dk 
0 f#Ek = 0,1, 5 n- 1 
ym à "m " ° 
_1 —2)...n 
Стр 在 4>n+1 
"AWBIOEGTIE, EKE, fEkn-clB, 
(k = 1E 一 2)… 
(k-n)! 


_(k—-1)X(k-2):(k -n+1)Xk-ny n+ Dn 
1:2-- п - пб D- (k-n) 


-和 - 即 @ 恒 同 于 @] © 


ЕЗ ОЛКЕ EEA 
P 在 KK =0,1,- n-1 
yAT)=) 1 EK =n 


(m+ De - D _ 
(k-n; ^? EK2n+1 
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利用 CKT) 的 这 个 形式 ， 最 后 得 特 解 
XKT)= Cpef CRTY ` 
TEOSA EPEAT D 
+ YCKTIÍ CO) 
o т ЕК = 0,1, „n-i 
«Қ Т -nT) t na fCKT -nT - T) 


+ ITED atfCkT -nT -2T)s-- 


PEt DOE T 1) gee - 
С Еиур 4 /(0 ЖК" 


| (14.7) ` 
l1. х(КТ+пТу+а,х(КТ+аТ-Т)у+ з 
+a,-  x(kT+T)y+a,x(KT)= u° 
m (14.8) 
ЗЕН 7; P289 n Ла, a, cn, o ЩЩ АЯ, 
AD fO(kT)y=ut 代入 (14.6) 可 得 特 解 
х(КТу= УКК + аш? + адк? 
аа | 
TSK ETE f£ n akt 
条 件 u aa и ЖЕ УЖЕШ, Hi 
p +a н" e +a, 0 
AFS а саралана, ТЕ и ха BF, RRR 
K 


Ку... =( Š oa uu 
> p- - 0, 2 7a; 


w 
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jt 0 (4.9) 
: Qa 14.9 
KH 二 QI +. +a, e 


< ZE а НУ Але Ал Wa ËJ D 2 ARFA) e 
另 解 .由 (14.9) 的 启发 ， 我 们 设 差分 方程 (14.8) 有 一 特 
解 如 -An*， 其 中 为 待定 常数 。 代 人 (14.8)， 可 有 
ACu^** +a ptt + et a, Att asp) = n 
Нр Арта р" + +а,ур+а,) =1 (14,10) 
如 果 РО) р" +a + +a, iu + а, (14.11) 
我 们 可 自 (14.10) 解 得 A=1/PC4)， 从 而 得 特 解 
u*/ PCp) (14.12) 
14.9). UE (14.11) 表明 /不 是 辅助 方程 P(xz)=0 之 
根 。 注 意 ，(14.12) 的 得 出 不 需要 假定 P(z)= 0 ñj n HR. 
信 不 相等 ， 而 (14.9) 则 是 在 这 种 假定 下 得 到 的 。 
inl uXPCzoBgR (CER), РК) =.0, 但 
Рр) = пи" + (п ~ Da," ^ + + a,- 0 
91114.10) 不 能 成 立 。 我 们 可 设 (14.8) МӨ АЙА Аки", R- 
中 4 为 待定 常数 。 以 之 代入 (14.8)， 得 
ЛІК * mu" a, (къп Dun +a. 
rax Da! cau] p’ 
Sn AIXPOGO + BP '(n)]=1 亦 即 АрР' (д) = 1 


l | 1 
| A=. 5 
Эш R P/(pn) 
于 是 得 特 解 Mo (14.13) 
Рд) 619; 


“如果 为 辅助 方程 PCz ) = 0 的 二 重 根 ， 即 


Р(р) = цп 十 Qi n tet An- Ё? +a, B Ya,= 0 
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Риу = пи": + Сп 1)а, p”? Be 

t2, B a, = 1 
但 Ри) = п(п 1)" (1-1) -2)a,4173 ++ 
| + 24, 0 
;出 (14.13) 没 有 意义 。 我 们 设 (14.8) И fg Akut, Җор 
4 为 待定 常数 。 以 此 解 代 入 (14.8)， 可 有 

M A[CR n)! u^ а, (къп 1)? gu 十 

* a, (Kk 2)? n8? +a, (k 1)? uh?! 

+ a, k^ p*] = р 
HX н“, "DA 
A[EK^PCu) + 2k uP'Cu) + {mp tane yp" 

O +a +a u)l19 l1 
BB — ArTK2P(n)+2kuP'(uy+ (uP!(n) 
+ р2Р”(д))}1]=1 

JR Bp ALK'PƏu)+ (20 *tDaP'Cu) + ip! P"Cu))- 1 
{ERP C= 0, P'(gy= 0, P"Cu)20, ЯК 


~- dl 1 
n u* P" Cu) 


ин» б TET 

Ей, 取 = 2， 这 里 的 (14.12)， (14,13), C14. 14), 

扼 分 别 成 为 $513 中 的 (13.9) 示 项，(13. 1005294, (13.15)Ж 
12. x(kT+nT)y+a,x(kT + nT - T+, 

Е + a AXCT T) +a x( XT) 9 p 

-并 且 辅 助 方程 的 ? 个 根 全 相等 为 a。 
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Ж 辅助 方程 为 PC(%) 三 (zs -4a)"= 
施用 > 变换 于 所 给 方程 ,并 假定 "m x(T) = m 
x(nT-T)-0 可 有 
(z-a)'X(z)- zt 2 /(z= — n) | 
Ter ° x . ` 
p mM 
Х (2) = есту р u | 
# ux a Ц | 


k 
Z-![ X (z)]= res| 二 


су К 
+ оет EZ 5] 
( z м ay E x 
(n- 1)! dz'-! 2 — H з а 


_ p ! А 
= спуг + СВ ZUR 


E a = ht | ^ | 
故 可 取 特 解 "PO 同 例 1 的 (14.12). 


“ои = о, M 
Ped 


A (2) = Tay 


故 得 特 解 
| . 144 ` 


MO ; 


en] .. 


| 1 
71 — 
— ————— | П 
0,1, e uL 
i +1) 
m {k-n 
Kk(k-1 


n] 


也 
| 
)- a 
E 


h—^ 
N — 1) А 
2, П , sns D=- D | 
| " S SP 
ПАШ 
| п 

21 
CO dress 
x 


在 k >= 
2! L 


) 
( + 
k= n) | 
+1) ( 

1): (k -n 

k (K - 


n] 


一 一 | 项 o 
y 1 
E 
事实 1, 有 yu 1 
— Je 
Жїн 
П 9 
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К =п+2, 14 ne P U1* D LG 2)(n* 1)п-+3 
2] | 


11 
_ (п+2)(п+ 1) 
.2 
апана. TE E ZZ CEPR d Au 


n(n41)- 
(k Ipui 


п(п+1) ‚у n(n+ 1: (K 1) 
可 有 了 二 + 


+ n(n-r1»--K 
(k-n+1)} 


= AO 7 DO 7 ne D, ni Dk 
ni. (k-n+1)1 


-KAko kont D K(k- D: (k-n+2) 
ni | (n— 1)! 
(由 情形 (ii 的 人 > 
-.O * DRCE 7 D: (£k 7 nt 2) 


n] 

将 此 等 式 堪 边 的 天 换 为 上 + 1， 即 得 (x )， 故 得 证 。 
例 3， x(KT+nT)+a,x(kT+nT — T) +. 

+a, ХОТ ЖТ) c a,x(kT) = КТ 
Ш (KT)-KT. БУ BL n о Gi = 1, 

2,,n) 全 不 相等 。 应 用 (14.6) 可 有 特 解 
T EK(G-D+a(k-2)+a1Gk-3) + 
+04721) . 
我 们 把 1  } 中 的 式 子 化 为 封闭 式 。 写 
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S=(k-1)+a(k-2)+at(k- 3) +... + ak-t1 
TJ а5 = а(к- 1) +а(к– 9) 4057-24 g*7i 
ux (1-a)5-kh-1-a2a-a?--.- — gh 2— oe™l 


Жахі (-o0S-k&- 1 


— a 


şs- K _ 1-9 
从 而 | 1-а (1-а)? 


Та: 1 8, 可 有 特 解 
1-а! 
тук, zu -а 225 


H-& а) оо ААК Н, КРГЕ СЕ а 1 
M) | 


T5 К, Га - 2), 


< l~a; (1-a;)- 


-TD {сизе т} (14.16) 
Ж {а= 13:B] 工 不 是 辅助 方程 
P(z)sz'ta,z'"4a' 4e +a, 12+as=0 
ff, HB | 
P(D21-*a,*a;*-à,4 + 4,0 (14.17) 
在 此 条 件 下 ， 我 们 能 将 特 解 (14,16) 用 系数 41, а, s sn 
a, ШШ ЕВ А: ZE 


1 _ 1 
P(z) (z-ajQ(z-a:--z-a, 


ЕЛО ЯЛ AI 《在 所 有 40; 全 不 相等 的 情形 ) , Ë 
A; 2 1 
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将 此 恒等式 对 z 求 导数 ， 并 变 号 ， 可 有 
_ К, - P'(z) 


2 (s -a;)? [Р(=)]° 
于 此 两 恒等式 中 令 z = 1， 可 有 


К; 1 
Z-i-a ^ PRO 2000 
“~ K, O P 
>a — @;)° т СРО C) 
其 中 (1) 如 (14,17)， 而 
P'(1)5[nz'"' ra, (n-15z"* 
+a, (n—2)z"’ FE. + a,-i Jani 
=п+а,(п-1) +а,(п- 2) Ft +a,-1 
| (14.18) 


Ha). OHEA. 16) 8B 482 


k P' OD. 
T LPG траур) 014.19) 


另 解 用 待定 系数 法 。 设 特 解 为 TCAK +В), 其 中 A 及 


B 为 待定 常数 。 代 入 原 方程 ， 可 有 
ГАСК + п) + В] +а, [АСК +n—- 1) + B] 
+а [АСК +п- 2) + B] +. | 
ta, [ACK +1) + B] a, ТАк + B= 
НП | 
АкР(1) + АР'(1) + ВР(1) SR 
其 中 PCO) 如 (14.17), P'(1) 如 (14.18)。 于 是 
AP(1)=1 AP’(1)+BP(1)=0 
WEPOS, YE 
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1 P'(1 

A= pty P^- TPO 
特 解 为 | 

TC D -T { Бау POT} 
同 (14.19)。 特 别 ，2 = 2， 此 成 为 (13.25)。 

如 果 P(1) = 0， 则 设 特 解 了 (4 和 + BR, AR BARE 

常数 。 代 入 所 给 方程 可 有 

АСА + п)? + B(K + n) 

+a ТАК +п- 1) + BCon-1)1 

+аА(К +п- 2) + BCKE -n—-2)5] 


+a, [ACK +1) + ВСК +1)] 
+a, ГАК? + BE] 
= K 
FII 
AK* PO») -2AKP'/() + A[n° + а,(п- 1)° 
+а,(п- 2) +. + а, 1] € BkP(1)+ BP'C1) 
= k . 
计 及 条 件 PC1)=0， 可 见 必 有 
2AP’(1)=1 
ACn? + a,(n- 1)? +а,(п- 2) ta, ] 
t ВР'(1) =0 
如 果 PC1) 六 0， 则 可 解 得 


1 
А = > 
| 2P'(1) 
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В = п? п + a (n — – 1) + a,(n- -2)2+:..+а,-; 
2[ P” (15? 


显然 


n? + a,(n-1)* + a,(n-2)? c a, 
= | d, / 
[4 ero 


-[zP'(z)c4P'(z)1l. 
= P") + P’(1) 
HERRA BH, WURR TAK + BK) 成 为 
2 // / 
Қару ОРОК) ао 
其 中 Р” (1) 41614.18), (fü 
Pr =п(п-10) +а, (п 1) (п- 2) 
+а,(п~ 2) (п- 3) +++ a, 2 
(14,21) 
特别 ，n = 2 ， 特 解 (14.20) 给 出 (13.26)。 
如 果 PO)-0H Р'(1) = 0， 则 可 设 特 解 
工 (4 + Bk?) 
其 中 4 及 号 为 待定 常数 。 代 人 所 给 方程 ， НАТ, 可 有 
ACE +п)? + Blk + п)? 
+аА(К+п-1)#+В(К+п-1)°] 
+a) A(k +n-2)° + B(k +n- 22°] 


+a, [ACk+1)°+BCk + 1223 
+a,  Akš+ Вк? ] 
= Қ 
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НП 


AK PO) -3AR?P' (1) 
ЗАКС + а, (п- 1)?  a4,(n-2)?* € xa, 
+ А[п% +a, (n-1)? + а,(п- 2)? te 
+а,-.1 1+ Вқ?Р(1) + 2ВКР' (1) 
+ В[п? + а, (п- D* + аз (п- 2) * t aai l 


= K 
已 证 
n? +а,(п~- 1) + a,(n-2)^ t t a.u 
zP'"(D-P') 
X 


nm + a,(n— 1° + a, (n - 2)? Bst. 
(Gl erem... 


= (- (Pr с) + zP'(2))) 


= (Z2P Cz) +3z P" (z + P' (2)) |,., 
= P”) +3Р”(1) + Р' (1) 
故此 等 式 化 成 


AKEPA) +ЗАҚ?Р”' (QD +t SARKLP" CI) + P! G1)] 
+ ALP/7(1) + 3P7 (1) +P’ (1)] 


+ BKP) -2BEP'QD + BCP”) + P^/CO] 
=k 


HRPOM = 0, P'OD-0, HI 


z њ | 


ЗАКР” (1) + ALP/"' (D + 3Р”(1)]+ BP" (1) = 


ux Sa3AP"(1y21 A[P’’’(1)+3P*(1)J+ ВР" (12 = 0 
”如 果 PDX 0, MAA 
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A=_1 pa- Р”) +3Р"() 
3P"(1) 3[ P!” (1) Jš 
所 求 特 解 为 一 
T(AR? + Bk?) 
i P'"(1) +3P” (D) ,, 
= Г _ K _ QI 《人 1) 十 9 CD ,; 


其 中 Р”(1) 41614.21), m m 
P/'"(1)-n(n-1(n-2»*a,(n—-1)(n-2»)(n-3) 
+ +a,-s П] 
例 4。 x(kT+nT)+a,x(kT - nT - T) 十 
+a, x(kT+T)+a,x(kT)=kT 
同 例 3 ， 但 假定 辅助 方程 的 2 HARTEN. | 
R 辅助 方程 为 P<(z)= (z -a)"= 0。 就 所 给 方程 取 
z 变换 并 假定 х(00)=х(Ту=+е=х(тТ-Ту=0, WA 


x IIT _ 
P(z) X (z) = CEDL 
于 是 
2)= 2 
X(z)= (z ~ a)"(z – 1)? 
Basi, Wi 
š =ге 18 00 
Z^ UC (а)1= ros | 


"reae i] 


=— | 
(n-piLdz'! (z — 1)? j... 
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d z* 

T сау)... 

显然 末端 第 一 项 的 结果 完全 包括 在 补 函数 
ас, +С, къ CEU) 
中 ， 末 端 第 二 项 等 于 
| k _ n | қ |  P'(D Ll 

T| (1-2) а-у" | | ri Р)  [PCODY'J 
即 可 取 为 特 解 ， 其 形式 同上 例 (14.19)。 

#a=1, lil 


Xo тут 


ZA LX (2)]= res ss 
T d"^*i 
一 (7 二 17)1 [dem (z »| - 
= QI (Қ -1)(k- 2? (Kk — n) 
СЕ К = 0, 1,2,:-:,п,п+ 1,14 2,:--) 
即 为 一 特 解 。 由 于 补 国 数 此 时 为 Cl +C,K tet Ck", 
会 去 上 式 中 含 在 补 国 数 中 之 项 ， 可 取 特 解 


T ntl __ ... n. 

таргі“ (1+2 + +л)Қ") 
_ T n4] _ 1 " 
^ m+D! Un ore 


2], п= 2, #H ТСК 302) /6, BJ $13 例 3 各 解 
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=. | | 
5. x(RKT-nT) a,x(kKT e nT - T) 十 … 
a,x (KT) = cos(k oT) 
(KITT + nT) * a,UJ (T  nT - T) +. 
a,J CT) = sin(k oT) 
AR t= x-+ju, Mi 
t CET - nT) t aw (RT T nT - T+ 1: 
| t aU (KT) = eit*T 
车 ei*7 不 是 辅助 方程 
P(z)=z"+ az"! + az"? +. +a,=0) 
之 根 ， 则 由 (14.12)， 可 得 包 一 方程 的 特 解 
pikeT 


eikeTKe-ineT k qei 07D T L... 


人 


P(e!**) Peit) P (e"isT) 


а п-1 e i*T + Q4) 


t pGi*T)P(ei7) 
еі 67 oT 4 q igi WHD eT +... 
|Р (еі) |? . 
a, 6! -D eT + а„е!%*Т 
| PCei *T) |? | 
分 开 实 部 及 虚 部 即 得 x -方程 及 4 -方程 的 特 解 ， 


cosL (К - oT ] + a,cosp (5 -nt DoT ]*-*a,cos(K oT) 
| P(ei* T) | 2, 


+ 


及 


sin[(k -m)oT]ra,in[E—-n-DoT]-4cc0a,sin(koT) 
| P(ei*T)|? i 
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5 15 向 量 型 一 阶 差分 方程 的 解 


在 $1 中 ， 我 们 曾 将 一 个 7n 阶 常 系数 线性 差分 方程 化 为 
一 组 7 个 一 阶 线性 差分 方程 ， 其 型 如 61 的 (1.10)， 它 是 向 
量 型 一 阶 差 分 方程 ， 类 似 于 $12 的 (12.1)。 我 们 可 用 类 似 于 
解 (12.1) 的 方法 解 这 个 向 量 型 一 阶 差 分 方程 。 其 实 我 们 能 用 
类 似 于 解 (12. 了 1 的 方法 解 较 (1.10) 更 为 广泛 的 向 量 型 一 阶 线 
性 差分 方程 


x(kT4T) = Ax (KT) + B u (KT) (15.1) 
其 中 
x (KT) 
— X4 Ck T) 
x (КТ) = | 是 n x 1 状态 向 量 。 (15.2) 
x CK T) 
u (Kk 1) 
| T 
и (КТ) = n , F. p х1 À Bi E (15.3) 
u, Ck T) 
m а Giz s а}, 
A= 1 ш “2 是 nxn 常数 矩阵 (15.4) 
ха в а ns а nn 


т 


是 n x p AREE (15.5) 


21 bi, "t ba, 


| 


_ n" bi, "t bi, 
B 
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当然 (15. 1) 等 价 于 一 组 7 个 一 阶 常 系 数 线性 差分 方程 。 
我 们 用 z 变换 来 解 (15. 1)。 

按 (15.1) 各 项 取 z 变换 ， 并 利用 $6 性 质 (=) 的 第 二 
条 ,可 有 MEN 

z[X(z)-x(0]- AX(z) 4 ВО (х) (15.6) 


其 中 | 

X (2)= Z[ x, (KT) 

— X, = Z DÀ T | 

coe 0-42 nse 
X (z) = Z[ x, (K1)J 
x (0) 

— x,(0) А 

xD 一 | 是 n x 1 初始 条 件 向 量 
X4,€0) | 
U (z) = 2 и,(КТ)] 

— U ,( ) = 2[ ( Г) ] 

О (2) = i i š AED x 1 输入 变换 问 量 


О p(z) = ZLu (kT)] 
ҮД Тар, _ 则 (15.67 可 写成 
(z Т 一 A) X (z) = zx x (D + BU (z) 
TÉ 
X(z) = (z I — A)"!z x (0) + (z 1 - A)" BU (2) 
| (15.7) 
39t p pc zI- A)" z = z(z I- Аус! n x n PBE, 
其 元 素 是 2 的 有 理 分 式 ， 分 子 及 分 母 的 次 数 一 般 均 为 n 次 ,各 
JUR 2 变换 ， 因 而 矩阵 (z Т - A)" 15 75 Ji ER CB 
БЕР CET) 的 z 变 换 ， 即 有 n x 了 矩阵 9 (5 了) 使 
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(21- A)"z = Zt 9 ОКТУ] (15.8) 
于 是 按 $6 ER (=) 的 第 一 式 可 有 
z(zl-ÀA)"z2ZLDeQT-T)] ЯЕК;>1 
Шш (Т-А) = ZrpCT-T)] #k2>1 
并 且 在 = 0 时， 我们 应 把 右 端 g (- 了 工 ) 换 为 0 GEO 
因此 
Jan (77-1) dk 


0 ( 方 阵 ) #EK = 0 
| Т - A» = ZLY (T3 
X BU (z) = BZL u (КТ)1 


dH PUER GO C)», STAT 
(zI — AY BU (z) 


2109 * Ви (KT) 
ZEVCOP) B u (КТ - T) МОДЕ 2T) 
+ VAT) Bu (0)] 

ATO TD p (T) Bu (T - 27) 

te 9e IT - T) Ви (0)] 
ZEE e GT)Bu (T - iT - T)] (15.9) 
7105.80 À (15.90 4&A GS. DHARE z 变换 ， 即 得 (15.1) 的 
Ж: 


x (KT) 


|] 


ll 


Y GT) х (0) + X eGT)B u(kT - iT- T) 


P (T) x) * E e (T - iT - T) Bu GT) 
(15.10 

Hh k = 0,1,2,3,… 《15.10) 称 状态 过 渡 方 程 。 
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$16 ATARE RAREN IE 
类 似 于 用 求 导 算 子 了 D 解 党 系数 线性 微分 方程 ， 我 们 可 用 
平移 算 子 来 解 常 系数 线性 差分 方程 。 平 移 算 子 上 的 定义 由 
TAH us 
Ex(kT> = x(kT +T) (16.1; 
据 此 ， 可 有 
E*xC(KT) = EBx(RT) = Ех(КТ € T) = xC(E T - 21) 
ЕЗх(КТу= EE*xCKT) = ExC(KT 2T) = x(kT + Гу 
E'"x(KT) EE"! x(kT) = Ex(KT + nT - T) 
= X(ET t nT) | 
于 是 差分 方程 
agxC(K DU t nT) c a,x(kT * nT - T) +. 
+a, x(RT T) T a,x(KT) 
= J (k T') (16.2) 
可 写成 | 
ayE" x CKT) + a,E"! x (RT) & +a,- E x(kT)> 
+a,x(kT)= {KT) 
更 进一步 写成 
(a;E" + a,E" 1 +... +а, 4E a x(kT) = f (КҚТ) 
| (16.3) 
Ў (16.3) Em x (КГ) Ву "AU ERTER n KEE E £ 
项 式 ， 记 如 РСЕ), Hil 
P(E)»ma,E'ta;E" + ra, E+a, (16.4) 
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P(E) xCKT) = (a,E"  a,E" e +а, ,E* a) x(XT ) 
从 而 方程 (16.3)( 即 (16.2)) 可 写成 
P(E)x(kT)= f/(kT) (16.5) 
这 样 ， 采 用 算 子 E 首 先 简化 了 差分 方程 的 写法 。 

P(E BART. DERIN, ao Gi s a, 给 出 
不 同 的 PCE)。 作 为 算 子 ， 对 不 同 PCE) 可 进行 相 加 ， 相 减 ， 
- 相 乘 ， 并 满足 寻常 的 运算 律 ， 互 换 律 ， 结 合 律 ， 分 配 律 ， 并 
H E" 满足 指数 律 。 例 如 

(E ~ -9 ema (E +2) CE – _ 3) x T) 
-(E'-E-6)x(KT) 
пунан ЮЖ. Кж, RIZA 
E-1f(kT)y= f(kT-T) . (16.6) 
据 此 ， | E"CEf(kKT)-E" C (КТ +Ту= f(T) 
ЖН ЕЕ (ҚТ) = Ef(KT - T) = f (ҚТ) 
Bt, 了 及 一 互 为 逆 算 子 ， 并 且 根 据 后 一 式 ， 我 们 定义 


Еу) = РОТ) ШЕУ! = 1, 


IEZ 


À 


E! f (KT) = f (KT - 2T) = -prf (КТ) 


EET = ТЗТ) = SED | р 


"58599585 €**52*959595*62a4992395249588€955*5356€524a4578&a4975?2554&^4€9^*9023a4"7GO9bFk9723259 


E^ f (KT) = f (KT - nT) =h (KT) | 


这 些 结 果 对 解 差 分 方程 ， 是 很 重要 的 。 
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现在 定义 二 1 。 作 为 定义 Lon 一 个 算 子 ,使 


P (E) FE f KT) = } (Т) (16.8) 
据 此 ， 方 程 (16.5) 的 解 可 写成 
x (KT) = pig, aD (16.9) 


ж: 根据 (16.8) 将 〈16.9) 两 端 均 从 左 方 施用 P CE) 即 
回 到 (16.5)。 因 此 两 方程 (16.5) 及 (16.9) ЖЖ, BHH 
(16.5) 可 写 出 (16.9)， 有 反之 。 由 (16.9) 亦 可 直接 得 (16.5>2。 


EF p gy 我 们 可 进行 部 分 分 式 展开 。 例 如 ， 


| 
Бат БуЁ тав! CD 


= BEB {0 
авв) 
而 欲 证 此 ， 只 须 从 左 方 施用 算 子 CE - 90 CE ~ ñ) FA mE 
根据 运算 律 及 (16,8)， 可 见 结 果 均 为 1 (1)。 
我 们 可 用 长 除法 或 其 他 方法 将 1/PCE) 展 开 为 1/E KI 
智 级 数 。 例 如 ， 用 长 除法 并 根据 


， 被 除 式 ne AÈ 
dax НАХ 


我 们 可 归纳 出 如 下 的 等 式 : 
· 160 - 


E+a EF 
从 而 有 
і а а? (~ a>": 
РАТ = (2-а, + С, 
+ — š: a Saa УТ) (16.10) 
1 + 一 E 


和 欲 证 此 ， 只 须 从 左 方 运用 算 子 E+ a 于 等 式 两 端 ， 根 据 
(16.8) 及 运算 律 ， 如 果 均 为 IAT) WA, MXA RAE 
差分 方程 时 ， 繁 杂 的 末 项 并 不 重要 ， 重 要 的 是 我 们 能 归纳 出 
级 数 的 一 般 项 《= S), таз аА T L7 
同样 由 长 除法 ， 我 们 可 归纳 出 
1 -( 1 2a ,83a* .., kC- a)i ) 


(Е+а)? NE Е Е Frti 
1 (mc ot - kc o) 
(E +а)? Er Eeri 
从 而 有 | 
2a 3a* LKC- a)" | 
cal i s t eo Са) 


+ СМ Apea - 
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| 
-ACRO лектә © авал 


如 果 不 计 末 项 ， 由 和 牛顿 二 项 展开 式 ， 我 们 可 有 
1 _ 1 ay 
mise) 


| 2 
. 1 (1- na ,n(n+1) a 


E" E 21 E? 
nO D--Ocr-1 C- а) + D 
Tr! E 
_ 1. па п(п+1) а? 
Е" Er*i 21 Е"*? 


„п(т+1)++(п+т—-1)(-а)' ,.. 
+ 
| | (16, 13) 
有 了 算 子 的 这 些 性 质 ， 我 们 就 能 解 差分 方程 。 从 一 阶 
差分 方程 开始 。 | | 
Bl. х(КТ+Ту+ах(КТ)у=/(КТ) (16.14) 
Ж x(kT), 
解 ” 我 们 所 要 求 的 х СКТ) 须 满足 
х(-Ту=х(-2Ту=х(—3Т) == 0 
Lib, К<-2Ю›, Jj£ 6.108927: 929 0 , doo k < — 2 
时 ， f(kTy= 0, 即 | 
f(C-2T) = f(C- 3T) = fC- AT) 9290 
ME--1B, (6.10009 
| x(O +ах(- Т) = f ( — Т) 
BH fC- 了 TT) = x(0) 
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EH ARTE, (6.10 可 写成 
(CE c a) x CKT) = f (KT) 
其 解 为 


按 (16.10)， 不 计 末 项 ， 可 有 


~ {fi a a* _ 1 


tO cgi + С a) A 


(16,15) 
其 实 ， 这 展 式 亦 可 按 二 项 展 式 得 出 : 


x(kT) = СКІ) | 


E 


тет 


+ C7 a)? li te) ACKT) 


按 (16,.7)， 则 (16.15) 可 化 成 
x(kT)= f(kT-T)- af(kT —- 2T) 
+a*f(kT-3T)+ + + (— a) fO) 
+ (= a)*f(- T) * (- a)*! f(- 27) ++ 
BBST) = (0), f- 2T) = f(C-3T) 2 = 0, KA 
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х(КГу= f(KT- T) - af (KT - 2T) 
жа (KT - ЗТ) ~ --- 
+ (— a)! f (0) + (— a )#x (0) 


这 和 $12 的 (12.6) 完 全 一 样 。 这 种 演算 较 简捷 ， 并 且 一 次 得 € 
出 通 解 。 补 函数 为 x(0) (一 a)* 特 解 为 
A (T - T) - af (KT - 2T) & a*J (КТ - ЗТ) 


~e + С ah": f (0) 
例 2. x(kT+2Ty+ax(kT+T)y+bx(kT)= f (k T) 


(16.16) 
求 x (ET), 
解 ， 所 要 求 的 x(kT) 满足 
x(- T) x(- 2T) = x(- 3T) 2-20 
fEG16.16)rR, Ap k«— 3， 则 得 fCKT) = 0， 即 必 有 
Jf(—3T)= }(- АТ) = f(—5T)=--. = 0 


5416.16) ЖА K = ~ 2, "E х (0) = 太一 27) 
T 26,10 АК = ~ 1, а х (Г) + a<x(0) = f (— Т) 


用 算 子 已 ， 则 (16.16) 可 写成 | ç 
(CE? +аЕ+Ьух(КТу= f (k T) 1_ 
于 是 
_ 1 
XO = por gi (KT) (16.17) 


Ша, 6 表示 右 端 分 母 的 两 零点 。 则 
E? +aE+b=(E-~-a){E- f) 

G 2X В, Wl C16, 172 可 写成 
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可 有 


? 


xD = ET) ГЕ 
- 1) 17 
к) (p+ + -外 + — fe 
n: уут) (参阅 16.10) 
= ЕЯ s E E 
Opa Pe Mam 


窟 用 (16.7) 并 考虑 已 得 的 
fC-3T) = f C- AT) = fC- 51) = 70 


x (T) = 5g (0 7 D) £T - 27) 


+ (a? - B f KT - 3T) ++ 
+ Catt — В®-1) (0) + (Ca^ - BO f C- 
+ (а ~ pit1yf(—2T)) 
再 将 〈16.17) 中 已 得 的 结果 ICCT) = x(QD + ах(0), 
了 (-2T) =x(0)， 代 入 上 却 得 


ХКТ) = Lg (8 7 £T - 27) 
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+ Ca? -BIF CKT -3T) + 
+ (a*7! — 3%-1) f (0) | 
+ Cat- BOÓLx (D) +ах(0) 1] 
+ (a ^*! —p**!»x(0)) 
即 所 要 求 的 解 。 特 解 为 


zig (G - DIAT-2D 


+ Ca? — B) (ҚТ 3T) ++ 
+ (a^! —B*1»5f(00) 同 (13.5) 
AER 22 | 


I 
aig VQ - BOLD CD) +ах(0)] 


+ (а — B+! ух(0)} 同 (11.4)。 
这 里 一 次 得 出 补 范 数 及 特 解 两 部 分 ， 而 且 演 算 较 简 。 
a 及 为 共 轿 复数 ， 结 果 仍 能 用 。 
Gi) В= a， 差 分 方程 为 | 
CE - a)? x CK T) = /(КТ) 
解 为 
x kT) = СЕ f (KT) 


I EDT 


=1.(1- 2) уст) 


2 
{е + 


,C lat Как! , (k* Da* 
E^ “Бє: t ра ~ 


p Т) 
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š 
w. 


_ j 1 ,2a За? — 3*7? 
{кеки Срат P: 


„Хау (kt Dat e HOT) 


Et" E**? 
《比较 (6,11)) 
恢 (16.7) 并 注意 已 得 的 


fC~-3T)=f(-4T)=/(-5T)=.=0 
aA l | 
x(kT)=f(KkT-2T)+2qf(kT-3T) 
+ За? (kT- AT) +... + (k - Da*?f (0) 
*tka*'fc- T) + (o Da*fC-2T) 
又 已 得 f(-T)=x(T)+ax(0), f(-2T)2x(0, КА 
之 ， 最 后 得 | 
х(КТу= }/(КТ-2Ту+2@](КТ-3Т) 4 
t(k-1a?f(0- Ках СГ) +ах (0) 1] 
+ (Kk +1) а*х (0) 
即 为 所 要 求 的 解 。 特 解 为 
f(kT-2T)y+2af(kT 一 37) 二 十 (一 1)0 ?£00) 
同 (13 .8) 
T 5826079 
Ка![х(Ту+ах(001+ (к +1) а*х (0) 1611,8) 
这 里 ， 一 次 得 出 特 解 及 补 函 数 两 部 分 并 且 演 算 较 简 。 
#13. x(kT+nT)+a,x(kT t nT + T+ =+ 
(0 жа„ах(ҖТ+Ту+а„х(КТ) = f (KT) 
(16.18) 
并 且 辅 助 方程 的 7 个 根 а, a, +< G, 彼此 不 等 。 
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解 ， 由 于 
x(-T)-2x(-2T)-x(C-3T) 2:20 
AEk- n - 1HBIK + n< 1 时 必 有 fT) =0 HI 
f(—nT-T)= f(—nT - 2T) 
= f(—nT -3T) =... = 0 (16.19) 


16016.18) 45А = –-п х (0) = fC-nT) 
40 = -п+1 Wü х(Ту+а,х(0) 
| | E fC-nT + T) 
АК = -п+ 201] x(2T)-a,x(D) 
+ a,x (0) = f ( — nT' +2T) 
&К = — 2 0] 
x(nT —2T) *ta,x(nT —31) + 
+а,-5х 00) = f C- 2T) 
&k=-1 Wl 
x(nT — T) - a,x (nT 一 27) 十 
ta,.1x(0-2fC-T) 
采用 算 子 巨 ， 并 写 | 
P(Ey=ËE' +a Е"! +а, Е? +. +a,- E +a, 
= (E — a,) (Ë — a,) | (Ë -а,) | 
其 中 a,, G, c5, 0, 彼此 不 等 ， 则 方程 (16.187 可 写成 
P(E) x (KT) = f (KT) 


(16.205 


其 解 为 


x KT) = Бору f (ЁТ) 
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- 1 | 
= Еа Lo Bay D 


展开 为 部 分 分 式 之 和 ， 可 有 
х (КТ) = SK 


ZD (16.21) 


其 中 К, —4 


ü (G — G.) (G; ~ a4): (G, — an) 


KE,=_  _ li y o 
2 (G,— 0,)(05— 04): (G, — G ,) 


LL 


Ко= 1 LLL 
" (20, — 01) Са, ~ а) (а, On) 
令 z 
q 571 q^ 
= Ki (大 + neo RR 
+ ait qitt-l 
E**? Е" 


tar +) Т) 
按 (16.7) 并 利用 (16.19) 则 上 式 化 成 


=K,(f(kT-T)+a f (kT -—2T)+-- + oat-1f (0) 
raifCc-Tocaji"!fC-2T) ++ 
*ob*-ifCc-nT)) 
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再 以 (16.20) 代 入 ， 可 有 


K, 
Bf (kT) 


=K,(f(kT-T)y+a f(kT—-2T)+- + at-!f (0) 
+ai[x(T' - Ту -a,x(nT -32T) +. | 


+a,-ix(0)]+ ait Ex(nT -2T) \ 
+ ах (nT - ЗТ) teetan- 0001 
Tee | I 


+ai 7xQ(Q0) | 
以 及 其 他 7n - 工 个 类 似 的 结果 。 代 入 (16.21)7 得 
x (ET) Y KAST - T) + of ET - 27) + 


і m] 


+qai 11/00) 


+ S Kx (nT —-T)--a,x(nT -2T) + =. 


+a,- x(0)]+ a; x nT — 2T) +a, x(nT -3T) 
+ а 5х 00) ]+: +a lx(0)) 


即 为 所 求 之 解 。 右 端 前 一 和 给 出 特 解 如 (14.6)， 后 一 和 给 出 
补 函数 如 二 Cial, EpC, k ER | 


má, x(kT апт) Tr a,x (ET t nT - T) + 
*aQaQXQT T) c aux (GUT) | ч 
= f (ҚТ) (16.18) 
并 和 且 辅 助 方 程 的 7n 个 根 全 相等 为 a。 | 
解 ” 关 系 式 (16.19) 及 (16.20) 仍 成 立 。 采 用 算 子 B， 所 
给 方程 能 写成 
(E" ra,E" t+ a, E" + +а, Е +а,)х(ҚТ) = (КТГ) 
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B (CE - a)x (k T) = f KT) 
于 是 


_ 1 


--L( 1 - 2) fT) 


从 而 


2 
x(RT») = (+ ng + IID T 


п(п+1)(пт+2) а? 


+ 3] E 2 +++ 
n(ntl1)-(on-i-1) a 
+ ———————————— 一 
і | Ei 
NCn+1) nti) ait ee) T 
ктар c pert D 
[1 a | о п(пл+1) а 
= P + H E"+1 EI E"*? 


In n € DO 1-1) Q 


— 一  —. ишет 


T I prti 


n(n*tli)-O-:) а! ‚М, 
CO EDP Oo at) 6m 


按 (16.7)， 此 可 化 成 
х(КТу= f (CT — пг) +na f (КТ -nT — T) 


egnas Da? f (k T - nl —-2T) 七 。 


‚тараз атат iT) 


n(n-c1)(ni) .,+1 E ENT. M 
t —ü*xDp aii füaT-nT-iT-T) 
++, 
Biz (16.190 3] 8 
x (KT) = (УСЕТ -nT) e na f (kT -nT - T) 


+ ФУ atf (T -nT - 2T) +e 


十 n(n ET 一 1) q^ f (| 


п(п+1) К парру 
"Uk enr Di i fe D 


POETA 1) а" f ( — 2T) 十 ，。 


+ tunes a*f ( — nT) ! 
(10 22) 


即 为 所 求 的 解 。(16.22) Яя mkA k + 1 项， 分 两 部 分 ， 前 
后 两 付 花 括 号 ， 各 表示 为 y(kT) 及 A(KT)， 在 后 一 付 花 括 
BACT) P, fC- T), fC-2T), +, fC-n15dÀH (16.20) 
给 出 .现在 我 们 按 不 同 的 来 考察 (16.22) 右 端的 + 1 项: 
к= 0, Жш Н1Ж f(— пт) = x(0), 此 应 为 
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ACKT} | inos САТ) |, ,= 0 
К =1, (26.2208 UB 2 项 ， 
fC- nf - T) *naf(C- ni) 


这 两 项 之 和 为 ACT Bie, PT | 0 
j ' К 22, (16,22 Æ m 3 ЛИ: 


f C nT € 27) ena f Co nT +T) + З) gr f Co nD) 


这 三 项 之 和 为 4(KT) lens ВОСТ. 0 


Pe 


K-n-—i, (16.22) É mA n Mis 
f C- T) ena fe- 27) + 219 at fe Lyn) +. 
H(H+ 1): (2n — 2) п | n T 
(n — 1)! 010-11) 


п АСЕТ) аалз WIET) а= 0 
Kn, (16.22) B n + 13s 


TORS. na f ( — T) 十 TOL atf (~ IT) s 


, Pn + 1) (n ~ о" nT) | 
ni 


其 中 等 一 项 1(0) 为 (ChKT)|。-,， 花 括号 中 的 7 项 为 
ACE T) | run 
kanti, 《16.22) 的 右 端 有 ?+ 2 项 : 
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f (T) & na f (0) + US Dac 


,DO r1) r2) 


3 ww ... 
3] a*f(-2T)4 


nnti) (2n) д" 
T (n4 1)! Jem | 
НУР f (15 + na f (Og V CET) lia dE dS S rh п ЛД) 
| АКТ) „+: 


归纳 起 来 ， 可 有 


0 #K=0, 1, 2, «^, n-1 
f RT - nT) - na f CET — nT — T) 


VT) = (:; н EEEE at F (KT - nT- 2T)+-- 
x | 
| PTS d -a*-'f(0 Eken 
Gth-n-« 1 项) 


T nati) .(k-1)K -n+1l 
AGT) ODIO DA. ge fe T) 


MEER +1) 


da 1+2 "25529" А 
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i^ ы 


(一 | 
Gin 3D 
(KT) 为 特 解 ， 同 (14.7)。 
AC(GcCT) 95 FERE, Н (14.7) АО, RITE 


n(nrl)-k | K(k 1 (k -n+ 2) 
(k-n+1)! (n-1)] 


naeeekÉD.rDesQ -n+3) 
(K —n42)| (n-1! —-— 


FP 


右 端 分 子 为 下 的 mn ~ 1 次 多 项 式 ， 故 AKT 可 化 为 
a(C,-C,k cO KS) 


KC, С,, = C, 与 上 无 关 ， 结 果 同 $11. 
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